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Préambule

Défense du projet de ce livre

Cet ouvrage est le fruit du travail de nombreuses années, durant lesquelles 'auteur a enseigné ’algébre et
les mathématiques ! en général.

Il est trés rapidement apparu, & 'auteur, que I’absence d’un manuel de fond sur les fondements des mathéma-
tiques et sur la maniére dont 1’algébre peut surgir des ces fondations est trés problématique dans I’enseignement
des mathématiques, mais plus encore dans leur apprentissage.

Sans avoir un point de vue fondamental, il est tout simplement impossible d’avoir une explication convain-
cante & bon nombre de questions. Les réponses que ’on peut donner ont alors la facheuse tendance a augmenter
Iincertitude de I'apprenant qui reste alors sur son doute. Loin de devenir un instrument de conviction, les ma-
thématiques deviennent un outil douteux, dans lequel on cache des raisonnements vagues, par tout un ensemble
de symboles obscurs.

Le seul moyen de présenter une argumentation saine et claire, consiste a la fois & donner les moyens, a
I’apprenant, de comprendre ce qui est exposé, en lui montrant les principes de base et & construire, en montrant
clairement le lien avec ces principes, ’édifice magnifique des mathématiques.

L’algébre est la pierre angulaire des mathématiques, car dans toutes les spécialisations de celle-ci, on essaie
souvent de se rameéner & un probléme d’algébre. Elle contient en outre suffisamment de richesses pour permettre
a l’abstraction mentale de se développer chez ’apprenant.

Dans I’algébre on trouve le coeur des problémes parmi les plus passionnants de I’histoire des mathématiques.
Ne serait-ce que pour mentionner le célébre dernier théoréeme de Fermat, conjecture des plus simples, dont la
démonstration a tenu en échec de nombreux mathématiciens, et non des moindres, jusqu’a la fin du XXe siécle. 2
Evidemment, les problémes les plus simples a exprimer, ne sont pas forcément les plus simples a résoudre. Cest
ainsi qu’il fallut attendre 1995 pour que le mathématicien Andrew Wiles donne la preuve formelle de ce fameux
théoréme.

Tout cela illustre que le monde des mathématiques est trés vaste et que méme dans la partie restreinte
de l'algébre, on peut faire énormément de choses, comme ['attestent les nombreuses conjectures encore sans
démonstration définitive.

Cela montre I'importance des causes premiéres, pour la clarification des idées. Contrairement aux sciences
humaines, en mathématique on a la chance de connaitre les principes de base. C’est & ces principes, ces vérités,
ces aziomes comme disent les mathématiciens, que doivent étre ramenés les raisonnements que l'on fait. Ceci,
afin que tout le monde tombe d’accord sur les propositions faites. Il est entendu que tout le monde est d’accord,
& priori sur ces principes premiers, évidemment.

C’est grace aux axiomes, que 'on peut tendre vers un accord universel. Sans axiomes, les mathématiques ne
seraient qu’une foison d’opinions et comme le montrent les médias, nous le savons bien, des soi-disant vérités
qui n’ont pour fondement que les opinions, les préjugés propres a chacun de nous, notre culture, ces vérités
donc, sont différentes pour chacun de nous. Ainsi, ce n’est pas étonnant qu’il y ait tant de difficultés pour nous
comprendre et tomber d’accord. C’est méme normal.

Le cas des mathématiques et des sciences, dans une moindre mesure toutefois, est assez exceptionnel. En
effet, il est treés difficile de parvenir & remonter & de véritables évidences que tout le monde puisse admettre
sans trop de difficulté comme axiomes. Et méme en mathématique, ce n’est pas toujours l'accord parfait.
Ainsi, loin de porter un jugement négatif sur les sciences humaines, il convient de réaliser que la situation des

1. Sans vouloir animer ou alimenter un débat stérile, I’auteur utilisera tantot le pluriel ou le singulier pour la mathématique ou
les mathématiques dans un sens largement égal.
2. Pierre de Fermat (1601-1665), en annotation a [’Arithmétique de Diophante, a conjecturé que I’équation

$n + yn — zn7
ne contient de solutions entiéres pour x,¥y et z que si la puissance n est plus petite ou égale a 2. Il disait en avoir trouvé une petite

preuve élégante, mais la marge du livre étant trop petite, il n’avait pas la place pour la noter.
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mathématiques est assez remarquable. C’est probablement la raison des essais d’imitation des autres domaines
de la connaissance qui y réussissent plus ou moins bien.

C’est un des grands succés du XXe siécle (probablement de méme importance que la physique quantique,
la relativité, la découverte de ’ADN, etc.) que d’avoir réussi a trouver un jeu d’axiomes pour l'algébre qui a
permis de consolider tous les formalismes alors utilisés.

Loin d’étre un obstacle a I’étude, c’est justement la voie facile. Comprendre les raisons premiére (qui par
définition doivent étre suffisamment simple pour qu’elle puissent étre admises sans preuve) permet de comprendre
pourquoi les propositions suivantes sont correctes ou fausses. En dehors de ces raisons profondes, tout essai
d’explication est voué & un rapport & l’expérience concréte et donc & un manque conceptuel. C’est de ces
manques que finissent par surgir les doutes, les conflits et les mauvaises décisions.

Si tout le monde est d’accord sur les principes premiers. Si tous les raisonnements raménent les vérités a ces
principes premiers, tout le monde restera d’accord. C’est ainsi que les mathématiques peuvent progresser. C’est
ainsi que 'apprentissage des mathématiques permet d’apprendre & aller de ’avant.

Le but, ici, n’est pas de se remplir la téte de formules et de cas particuliers. C’est plutdt d’apprendre les
vérités essentielles et de comprendre comment on peut justifier une proposition de fagon convaincante.

Evidemment, il faudra quand méme apprendre beaucoup de choses, pour les mémoriser. Mais I’idée est que
ces éléments d’études vont permettre de généraliser, d’avoir une vue d’ensemble cohérente, rigoureuse et précise.

C’est pourquoi, dans cet ouvrage on a essayé d’étre aussi rigoureux, précis et cohérent que possible.

Enfin cet ouvrage est une initiation & I’analyse, dans le sens que tout y est préparer pour pouvoir ensuite
aborder ’étude des fonctions. Il manque encore un chapitre sur les fonctions trigonométriques et surtout sur les
fonctions exponentielles et logarithmes, que des éditions suivantes devraient inclure.

Dans le méme esprit que cet ouvrage, un livre de géométrie plane (axiomatique et analytique) et d’analyse
sont en préparation.

Avertissements

Le présent document se veut autant exempt d’erreur que possible, mais, malgré toute ’attention et tout le
soin mis en ceuvre, des corrections sont siirement encore nécessaires. Si vous en trouvez ou désirez porter une
contribution ou une amélioration, vous pouvez les communiquer directement & ’auteur & I'adresse e-mail

guglielmo.pasa@eduvs. ch.

Ce document peut étre redistribué sans le consentement explicite de I'auteur et sans autorisation pour autant
que le copyright et la notice ici présente soient conservés.

Ce document a été écrit en IXTEX, avec les options de ApS-BTEX , ifpdf, graphicx, epsfig, psfig,
amsmath, amssymb, amsthm, hyperref, colortbl, colordvi, ifthen, mdframed, pgf, tikz, fontenc,
bookmark, hyperxmp et quelques autres packages et options de l'auteur.
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Objectifs

Objectifs

Nous commencerons par donner les objectifs® de ce cours. Ils devraient guider ’apprenant tout au long de
son étude.

Objectifs généraux

L’enseignement des mathématiques permet a 1’éléve d’acquérir un outil intellectuel sans lequel, malgré des
dons d’intuition ou d’invention, il ne progresserait pas dans la connaissance scientifique au-dela de certains
seuils.

Cet outils, comme science de la quantité, du modéle et de la structure déductive est particuliérement adapté
pour traiter les concepts abstraits de toutes sortes que 1’on trouve dans les sciences exactes ou expérimentales
et dans certaines sciences humaines et sociales.

L’enseignement doit montrer que les mathématiques ne sont pas qu’un langage a 'aide duquel une question
scientifique peut étre posée et résolue, mais est un vaste corps de méthodes, de raisonnements et de structures
dont le langage est précis et rigoureux.

Le monde des mathématiques, riche, abstrait et structuré, est un champ de connaissances que ’homme,
depuis I’Antiquité, cherche a élargir et compléter par une recherche et une remise en cause continues. L’ensei-
gnement doit faciliter ’approche des mathématiques et donner ’envie et le gotit de s’y intéresser.

Objectifs par période
Période I(année 1 et 2)

Connaissances L’éléve connait les principaux objets et méthodes mathématiques :
en arithmétique Les régles du calcul avec leurs conventions d’écriture
en algébre Le calcul littéral, les équations et les inéquations
en géomeétrie La géométrie élémentaire et la géométrie vectorielle.

Aptitudes L’éléve est capable
— de faire preuve d’aisance dans l'utilisation de ses connaissances mathématiques,
— de maitriser les régles, les principes et les contraintes du raisonnement logique,
— d’imaginer des situations géométriques,
— de formuler des propositions d’une maniére claire et précise,
— d’accepter l'effort, de faire preuve de persévérance, d’étre imaginatif, curieux et ouvert.

Programme

Nous donnons encore ci-aprés le programme officiel de ’enseignement secondaire II en Valais.

Programme par année
Année 1

Algébre
Vocabulaire mathématique Proposition, implication, réciproque, équivalence, contraposition, théorémes
et axiomes ; quelques méthodes de démonstration ; les quantificateurs.

3. Ces objectifs sont les objectifs officiels du programme-cadre de mathématique dans le degré secondaire en Valais
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OBJECTIFS OBJECTIFS

Les ensembles Ensembles, sous-ensembles et complémentaire d’une partie ; opérations sur les parties d’'un
ensemble.

L’ensemble des nombres réels Bonne technique de calcul dans R ; calculs de puissances dans R ; pro-
priétés des inégalités dans R ; calculs avec des racines ; notation scientifique.

Les polynémes Mondmes, polynoémes ; identités remarquables ; réduire et factoriser des polynémes ; addi-
tionner, soustraire, multiplier et diviser des polyndmes ; amplifier et simplifier des fractions algébriques;
calculs avec des fractions algébriques.

Les équations du premier degré Résolution des équations du premier degré; discuter une équation pa-
ramétrique ; résoudre des problémes du premier degré a une inconnue.

Inéquations a une inconnue Résoudre une équation du premier degré & une inconnue ; signe du binéme;
résoudre et discuter une inéquation paramétrique.

Systémes du premier degré Résoudre et discuter des systémes de deux équations a deux inconnues;
systémes de n équations a n inconnues (n < 4); résoudre des problémes du premier degré a plusieurs
inconnues ; systémes d’inéquations & une inconnue.

Géométrie
Notions de base Notions fondamentales et axiomes de base de la géométrie; propriétés des triangles;
droites perpendiculaires ; droites paralléles.
Les figures Les quadrilatéres; les droites remarquables du triangle ; le cercle.
Les triangles Le théoréme de Thalés (Relégué en 2e année).

Année 2

Trindéme du second degré Racines du trinéme, signe du trinéme, inéquations du deuxiéme degré.
Fonctions Définitions et propriétés, composition des fonctions, fonction réelle, ensemble de définition, re-
présentation graphique, croissance et décroissance, réciproque d’une fonction, fonctions élémentaires.
Trigonométrie dans le triangle Relations trigonométriques dans le triangle rectangle, théoréme du sinus

et du cosinus, résolution de triangles (Relégué en 3e année).
Plan vectoriel Vecteurs du plan, addition et multiplication par un réel, combinaison linéaire, bases.

Guglielmo Pasa X
©Gug



Considérations méthodologiques pour
I’étudiant

La méthode générale & suivre lors de 1’étude vise & se concentrer dés le début de chaque chapitre sur les
questions essentielles auxquelles le chapitre apporte les réponses. A cette fin, on trouvera, en fin de chapitre, une
section « Ce qu’il faut retenir »qui met en évidence les points dont la connaissance est requise pour la formation
de base.

Chaque chapitre est accompagné d’une série de questions sur les notions qu’il introduit et pour lesquelles
I’étudiant va chercher les réponses dans le corps du chapitre. Des questions rapides accompagneront le corps
du chapitre qui permettent de faire de petites révisions au fur et & mesure que 'on avance dans la matiére.
Des exemples illustrent la matiére introduite avec des exercices résolus. Enfin un recueil d’exercices permet &
I’étudiant de s’exercer aux méthodes introduites.

Comme pour tous les domaines de la connaissance, ’apprentissage des mathématiques fait appel a la mémoire
et il n’est pas du tout contre l'esprit scientifique d’apprendre “par cceur”. La démarche usuelle, et qui est
conseillée, consiste a lire une fois le chapitre afin de se faire une idée globale du sujet. Ensuite reprendre, section
par section, le contenu du chapitre et progressivement apprendre les notions introduites.

xi



Premiére partie

Logique






Chapitre 1
Logique

Le but de ce chapitre est de donner la marche a suivre pour mener des raisonnements cohérents, voire simple-
ment corrects. Ces démarches seront utilisées dans les démonstrations pour argumenter des preuves relativement
& des propriétés que possédent certains objets mathématiques. Les méthodes d’argumentation ont un champ
d’application qui est bien plus large que celui des mathématiques. Il peut, et devrait idéalement, s’appliquer
dans notre vie de tous les jours.

La logique se veut un cadre abstrait dans lequel on montre comment passer de certains énoncés que 'on
considére comme vrai & des conclusions que 1’on croit étre vraies. S’il est possible de passer des énoncés vrais a
la conclusion en utilisant les régles de la logique, on pourra affirmer que la conclusion est également vraie.

L’histoire de la logique remonte & la naissance de 'homme. Tous nos actes sont dictés par la logique et, de
facon pratique, seule notre connaissance limitée, nous méne & de mauvaises conclusions, en général.

Par exemple, c’est la logique qui nous guide lorsque nous avons faim. L’expérience nous a montré a maintes
reprises que si 'on a faim et que l'on mange, la faim diminue. Le raisonnement logique nous pousse alors a
manger dés que l'on a faim, afin d’étre rassasié.

Il y a la une idée de causalité, qui ne fait pas partie, & proprement parler, de la logique.

Globalement, la logique, du grec Aovyoo le discours, serait plutot 'art de bien conduire un discours, de
maniére cohérente.

De fait, la logique est un ensemble de techniques qui vont nous permettre de voir clair dans certains énoncés
mathématiques, afin de pouvoir les justifier correctement.

En mathématique, nous partons d’un certain nombre (restreint) de postulats que I'on considére comme
vrais (les aziomes). Partant de ces vérités premiéres, nous essayerons de prouver qu’il découle de ces axiomes
un certain nombre de conséquences (les théorémes) qui seront automatiquement vraies, puisque les axiomes de
départ sont vrais par définition.

Dans ce chapitre nous nous contenterons d’une version trés simplifiée de la logique formelle du premier ordre.
Le but n’étant pas d’explorer le monde de la logique en tant que branche & part entiére, mais simplement de
prendre contact avec les éléments de logique nécessaires pour faire des mathématiques.

En toute rigueur, la logique mathématique est une logique du deuxiéme ordre, puisqu’elle fait appel &
plusieurs types d’objets différents : on quantifie sur des éléments et des ensembles, des éléments et des fonctions,
etc. et non pas uniquement sur des objets de méme nature.

Malgré tout, les logiques d’ordre supérieur utilisent les notions de logiques du premier ordre, auxquels obéit
le calcul des prédicats (ou propositions) présenté ci-aprés. Au lieu de prédicat ou de variable propositionnelle
nous utiliserons simplement le mot proposition sans distinction.

Le lecteur désireux de s’initier a la logique formelle d’aujourd’hui peut consulter les ouvrages, plus [DNRO1,
Riv89] ou moins [Tar69, Car66] ardus, mentionnés dans la bibliographie. D’autres n’en parlent qu’en introduction
[Sch91, p.13-22|. Ces ouvrages mentionnent le c6té méta des mathématiques, la métamathématique, i. e.! la
théorie du langage et des constructions des mathématiques.

1.1 Enoncés et propositions

Nous commencerons par supposer ’existence de symboles. Pratiquement cela revient & se donner les moyens
d’écrire quelque chose. Certains des symboles que nous utiliserons ont un sens bien défini en logique, puisqu’ils
représentent des opérations que l'on effectue sur certains énoncés (comme -,V etc.). Ce sont des symboles de
connecteurs. Les autres symboles peuvent servir & composer des messages. L’ensemble des symboles que 1’on
utilise constitue le langage de la théorie que 'on développe.

1. L’abrévition i. e. vient du latin id est et signifie « c’est-a-dire ». Elle sera souvent utilisée dans cet ouvrage.



CHAPITRE 1. LOGIQUE 1.1. ENONCES ET PROPOSITIONS

On peut distinguer, dans un langage donné, les symboles de constantes (qui représentent quelque chose de
figé), les symboles de variables (qui indiquent une position dans une phrase ou une expression : z dans une
équation, p et g dans les expressions logiques, = dans p(x) ol p est une proposition, etc.) et les symboles de
connecteurs déja mentionnés.

Les phrases et expressions de la langue courante, de méme que les énoncés mathématiques, seront représentés
par un symbole en logique. Ainsi, si ’on utilise la phrase « il fait beau » dans le cadre de notre étude, on écrira,
en lieu et place de celle-ci, un symbole qui la représente, par exemple la lettre p. Ensuite, chaque fois que 1'on
écrira p, il faudra comprendre « il fait beau ».

Dans le cadre de la logique que nous développerons, le langage que nous utiliserons sera composé essentiel-
lement des symboles suivants

ﬁz{paq,r,sw"a_'a\/»‘/?F}‘

Si d’autres symboles seront utilisés, ils seront définis lors de leur introduction.

Afin de ne pas alourdir le formalisme, nous réduirons considérablement la complexité due aux différentes
distinctions des constructions de la logique du premier ordre, et nous définirons les énoncés et les propositions de
maniére intuitive. Comme nous ne cherchons qu’a nous initier a la logique formelle, nous partons directement
des propositions et des tableaux de vérité qui permettent de rapidement aborder les constructions utiles en
mathématique de maniére simple et claire.

Définition 1 (énoncé)} ]

On appelle énoncé tout assemblage de symboles du langage.

Ainsi, il existe un trés grand nombre d’énoncés de la langue courante?. La plupart de ces énoncés n’ont
pas de signification précise pour nous (p. ex. « slkh48* afihaf d » ne signifie rien d’utile). D’autres ont une
signification, sont porteurs d’un sens (p. ex. « Il pleut. »).

Parmi les énoncés de la langue courante qui ont un sens, il y en a certains qui attribuent une propriété a
certaines entités. Par exemple nous pouvons dire : « Le vase est bleu ». Nous pouvons attribuer une wvaleur de
vérité a ces énoncés. Nous pouvons dire qu’ils sont vrais ou fauz. Nous appellerons ces énoncés particuliers des
propositions. Il est clair qu’un énoncé donné ne doit pas pouvoir étre vrai et faux simultanément. Il faut que ces
deux possibilités s’excluent mutuellement.

Définition 2 (proposition)}

Un énoncé qui peut étre vrai ou faux (mais pas les deux) s’appelle une proposition. Sa valeur de vérité
est une des deux valeurs V (vrai) ou F (fauz).

Exemple 1

La phrase « Bonjour, comment allez-vous? » est un énoncé. Cet énoncé n’est pas une proposition,
puisque nous ne pouvons pas dire si cet énoncé est vrai ou faux.

Exemple 2

La phrase « Mon chat est blanc. » est un énoncé et une proposition, car on peut lui attribuer une
valeur de vérité V ou F.

Remarque 1
On représente généralement une proposition par une des lettres minuscules : p, q,r, s. ]

On indique les possibilités sur la valeur de vérité d’une proposition p par un tableau de vérité, dans lequel
on affiche I’ensemble des valeurs pouvant étre prises par la proposition p

2. langue courante par opposition & la langue logique

©Guglielmo Pasa 4



1.2. CONNECTEURS ENTRE PROPOSITIONS CHAPITRE 1. LOGIQUE

v
F

1.2 Connecteurs entre propositions

Nous allons maintenant introduire les connecteurs. Leur role est de modifier une proposition en une autre
proposition (connecteur unaire), ou alors, a partir de deux propositions, d’en faire une nouvelle (connecteur

binaire) .

1.2.1 négation

Le premier connecteur que nous introduisons est le connecteur unaire de négation. Son role est simplement
d’inverser la valeur de vérité de la proposition. Elle admet comme pendant naturel du langage courant la négation
des phrases.

,—[ Définition 3 (non)} N

Soit p une proposition. Sa négation, “non p” (que l'on écrit également —p), est une proposition dont
la valeur de vérité est donnée par la table de vérité

F
\Y

Ainsi, si p est V alors —p est F et si p est F, alors —p est V. Précisons encore une fois que la négation est une
opération unaire (qui agit sur une seule proposition).

Remarque 2

Il est important de bien comprendre que si p est une proposition, alors —p en est également une.

,—‘ Exemple 3 \

Soit la proposition p : p =« La lune est pleine. »
La négation de p est

—p = « La lune n’est pas pleine »

ou encore
—p = « il est faux que la lune est pleine. »

Il est clair que —p est encore une proposition. Nous pouvons donc encore la nier, et écrire
—(—=p) =« 1l est faux que la lune n’est pas pleine. »
Ce qui signifie : =(—p) = « La lune est pleine. »

On prouvera en exercice que I’on a une premiére régle trés importante *

o =» (1)

Cette régle affirme que la double négation d’une proposition a la méme valeur que la proposition p elle-méme.

3. On peut voir les connecteurs comme des fonctions sur les propositions qui permettent de transformer les propositions en
d’autres propositions. Le résultat d’une telle fonction est toujours une proposition. Le nombre de proposition qu’un connecteur
accepte pour construire le résultat est appelé I'arité de la fonction. Ainsi, la négation est une fonction d’arité 1, et les autres
connecteurs logiques sont des fonction d’arité 2.

4. On utilisera le signe = pour définir une nouvelle notion. En principe il faut utiliser le signe <+ pour signifier que les expressions
de gauche sont équivalentes aux expressions de droite. La petite nuance est sans incidence sur la suite de la discussion et nous ne
nous formaliserons pas outre mesure sur cette distinction.

5 ©Guglielmo Pasa



CHAPITRE 1. LOGIQUE 1.2. CONNECTEURS ENTRE PROPOSITIONS

1.2.2 disjonction (ou)

Dans le langage courant, la disjonction marque généralement une alternative. En mathématique, et partant
en logique, la disjonction indique une alternative dans le sens large du terme. En fait la disjonction de deux
proposition est une nouvelle proposition qui est vraie dés que I'une des deux propositions de départ est vraie.

Soit p,q deux propositions. La disjonction de p et ¢, “p ou ¢” (que l'on écrit également p V q) est une
proposition dont la valeur de vérité est donnée par la table de vérité de la définition.

,—[ Définition 4 (ou)J N
Soit p, ¢ deux propositions. La proposition p V g est définie par la table de vérité
lplalpVva]
VIV \Y
V| F A%
F|V \Y
F|F F
. J

La lecture de ce tableau se fait par lignes. La premiére ligne nous dit que si p est V et que g est V également,
alors p V q est aussi V. Autrement dit VVV donne V, et ainsi de suite.

C’est une opération binaire, car elle relie deux propositions. Pour que la disjonction de deux propositions
soit vraie, il suffit que 1'une des propositions soit vraie. Il suffit que p ou ¢ soit vraie (i. e. 'une, Pautre ou les
deux). Autrement dit, V est toujours vraie, sauf pour FVF qui donne F.

,—I Exemple 4 N\

Supposons que p est la proposition « Les cerises sont rouges. » et que g soit la proposition « La terre
est noire. » La proposition p V ¢ est la phrase :

pV q =« Les cerises sont rouges ou la terre est noire. »
Pour que pV ¢ soit vraie, il faut juste que 'une, au moins, des deux assertions soit juste. On voit qu’en
logique le ou n’a pas le sens exclusif de la langue courante, mais le sens inclusif. En informatique on
écrit xor pour le ou exclusif, et or pour le ou inclusif de la logique.

Remarque 3 ]

Répétons-le encore une fois : « en mathématique, le ou n’est jamais exclusif ».

Remarque 4

Ici encore, il convient de ne pas oublier que la disjonction de deux propositions est encore une propo-
sition. On peut ainsi remplacer une expression du type p V ¢ par un symbole de proposition P pour
alléger I'écriture ou éviter des confusions. On peut également écrire la proposition résultante entre
parenthéses, pour mettre I’accent sur la proposition unique (p V q).

1.2.3 conjonction (et)

Définition 5 (et)}

Soit p,q deux propositions. La conjonction de p et ¢, “p et ¢’ (que lon écrit également p A q) est une
proposition dont la valeur de vérité est donnée par

pAg==((=p) Vv (=9)).

Sa table de vérité est

©Guglielmo Pasa 6



1.2. CONNECTEURS ENTRE PROPOSITIONS CHAPITRE 1. LOGIQUE

[ plalprd]
VIV \Y%
VIF F
FI|V F
F|F F

C’est aussi une relation binaire. Pour que la conjonction de deux propositions soit vraie, il faut que les deux
propositions soient vraies. Il faut que p et ¢ soient vraies (i. e. les deux en méme temps).

,—I Exemple 5 N\

Si p est la phrase : « Les noisettes sont brunes. » et ¢ la phrase « Les feuilles sont jaunes. » La
proposition p A q est

p A q =« Les noisettes sont brunes et les feuilles sont jaunes. »
Pour que cette nouvelle phrase soit vraie, il faut a la fois que les noisettes soient réellement brunes et
que les feuilles soient réellement jaunes. Dés que 'une de ces assertions est fausse, toute la phrase est

fausse.
\ J

1.2.4 implication

Définition 6 (implique)}

Soit p, ¢ deux propositions. L'implication de q par p, on dit « p implique ¢ », est une proposition dont
la valeur de vérité est définie par
p—=q=("p) Vg

En bref, ¢ ne peut étre fausse si p est vraie. Sa table de vérité est

lplalpr—a]

VIV A%
V|F F
F|V A%
F|F \Y

Ainsi g ne peut pas étre fausse, si p est vraie. Notez que si p est fausse, ¢ peut étre vraie. Cela signifie qu'une
hypothése fausse peut mener a une conclusion correcte. Le raisonnement sera stirement incorrect dans ce cas.
On peut enfin dire que si ¢ est fausse, c’est que p n’est pas vraie (car alors —p doit étre vraie). Ainsi, si g est
fausse, on n’a pas p.

Si 'implication p — q est vraie, on écrit alors :

p=4q

On lit souvent « si p, alors ¢ », ou encore « si on a ¢, c’est parce qu’on a p » au lieu de « p implique ¢. »

Chaque fois que p est vraie et que l'implication est vraie, alors ¢ est vraie. On appelle généralement p
I’hypothese et q la thése ou la conclusion.

Pour démontrer une implication, on suppose que p est vraie et, par ’application de régles de logiques, on

essaie d’arriver a ¢. Si l'application des régles de logique permet de passer de p a ¢, alors, I'implication est
vérifiée (la démonstration est correcte) et g est vraie. Nous en verrons des applications plus tard.

,—I Exemple 6 N\

Soit p =« Le temps est pluvieux. » et ¢ =« Le ciel est nuageux. »

p — ¢ signifie : « si p, alors g », c’est-a-dire : « Si le temps est pluvieux, alors le ciel est nuageux. »

Dans la situation ou « le temps est pluvieux et le ciel est nuageux », p est vrai et ¢ également, il
en découle que la proposition p = ¢ est également vraie. Cela signifie que la proposition « si le temps
est pluvieux, alors le ciel est nuageux »est alors vraie. Il est clair que lorsque le temps est pluvieux,
c’est parce qu’il y a des nuages.

Dans la situation ot « le temps est pluvieux et le ciel n’est pas nuageux », p est vrai et ¢ est
fausse, la proposition p = ¢ est alors fausse, car nous disons « si le temps est pluvieux, alors le ciel est
nuageux », or le temps est pluvieux et il n’y a justement pas de nuages. Donc si p est vraie et que ¢
est fausse, I'implication est fausse. L’implication p = ¢ est mise en défaut par la situation.

Si le temps n’est pas pluvieux, le ciel peut tout de méme étre nuageux. Dans ce cas p est fausse,
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CHAPITRE 1. LOGIQUE 1.2. CONNECTEURS ENTRE PROPOSITIONS

mais ¢ est vraie et I'implication est vraie également, car elle n’est pas mise en défaut par la situation.
Il n’y a pas de contradiction.

Enfin, lorsque le temps n’est pas pluvieux, le ciel peut étre dégagé. Dans ce cas p est fausse et ¢
également et la situation est plausible. L’implication est donc encore vraie, car 1a encore elle n’est pas
mise en défaut par la situation.

,—| Exemple 7 N

L’implication a comme conséquence remarquable que le faux implique n’importe quoi, et entre autres
chose, le vrai. Une implication vraie, quelque peu étonnante, a été formulée par le mathématicien
Bertrand Russel

«Si 1 =2, alors je suis le Pape. »

Evidemment, il n’était pas le Pape. Mais son implication est tout a fait correcte. En effet, 1 = 2
est une proposition fausse. De méme, la proposition « je suis le Pape »est fausse. Ainsi, I'implication
est du type F=F, ce qui est vrai.

En plus de cette implication, Russel nous en donne une explication d’une lucidité exemplaire

«Si 1 =2, alors je suis le Pape. En effet, le Pape et moi sommes deux personnes. Or si
1 = 2, deux personnes est la méme chose qu’une personne. Ainsi, le Pape et moi sommes
une seule personne. Donc, je suis le Pape. »

. S

Pour une implication p = ¢ on utilise souvent le vocabulaire suivant
1. p est hypothése
2. q est la these
3. p = q est un théoréme.

1.2.5 équivalence

Définition 7 (équivalence)}

Soit p, q deux propositions. On appelle équivalence de p et q, p <> g la proposition

perqg=(p—q) et (¢—p).

p et g ont alors les mémes valeurs de vérité. Si I'équivalence entre p et ¢ est vraie, on écrit

p<=q.

Ainsi I’équivalence est vérifiée uniquement si p et ¢ ont la méme valeur de vérité.

1.2.6 Quantificateurs

En mathématique, on rencontre souvent des énoncés qui contiennent des trous. Généralement ce sont des
expressions qui sont presque des propositions, mais dont on a enlevé un mot pour le remplacer par une case
vide, généralement sous la forme d’une lettre comme z. Par exemple, I’énoncé

p(x) = « x est blanc »,

est un énoncé qui a un trou appelé x.
L’expression p(z) (lire : « pé de ixe », les parenthéses étant signifiées par le mot « de ») est une fonction
propositionnelle et la lettre x est la variable.
L’idée est que maintenant on peut remplacer x par un mot pour obtenir une proposition. Ainsi, si I'on
remplace x par x =« le chat », on obtient
p(le chat) = « le chat est blanc ».

qui est une proposition. On peut remplacer x par x =« le mur »pour obtenir une autre proposition

p(le mur) = « le mur est blanc ».

©Guglielmo Pasa 8



1.2.

CONNECTEURS ENTRE PROPOSITIONS

CHAPITRE 1. LOGIQUE

Si la variable z apparait plusieurs fois dans I’énoncé, alors elle représente toujours la méme valeur. Par exemple

p(x) = « si x est mouillé, alors = devient blanc »

devient, en remplacant x par x =« le chat »

p(le chat) = « si le chat est mouillé, alors le chat devient blanc ».

Mais si I'on remplace x par x =« le mur », alors on obtient

p(le mur) = « si le mur est mouillé, alors le mur devient blanc ».

Si 'on veut avoir la possibilité de changer deux ou plusieurs mots, alors il faut deux ou plusieurs variables.

tionnelles.

Universel

f-[ Définition 8 (pour tout)}

Les quantificateurs présentent une autre maniére d’obtenir des propositions & partir des fonctions proposi-

Soit p(x) une fonction propositionnelle de la variable . On obtient une proposition qui posséde une
valeur de vérité par l'utilisation du quantificateur universel, ¥ (lire : « pour tout... » ou encore « quel

que soit. .. », en écrivant

Va, p(x)

qui se lit : « pour tout z, p(x) est vraie »,
ou encore : « pour tout z, on a p(x) ».

,—‘ Exemple 8

Soit I’énoncé p(z) =« x est un nombre premier. » Cet énoncé n’est pas une proposition puisque la
valeur de vérité de p(x) dépend de la valeur de la variable z. Par exemple, pour x = 3 alors p(3) est

vraie, mais pour x = 6, p(6) est fausse. C’est une fonction propositionnelle.

Par contre (Vz,p(z)), qui signifie que pour tout x, p(z) est vraie, est une proposition. En loccur-
rence, c¢’est une proposition qui est fausse, puisqu’elle affirme que toute valeur de x est un nombre

premier.

\,

,—l Exemple 9

Soit la fonction propositionnelle, ou « représente un nombre.

Alors
Va,p(z) > Ve, z +1=0

signifie que quel que soit la valeur de z, en y ajoutant le nombre 1 on obtient zéro. Autrement dit,
x4+ 1 = 0 pour tout nombre z. C’est une proposition qui est clairement fausse. En effet, par exemple,

siz =1, x4+ 1=2 et non pas zéro.
La proposition
Va, p(x) & Ve,z+1#0

signifie, quant a elle, que pour n’importe quelle valeur de z, on a toujours = + 1 # 0. Ceci également

est faux, car si x = —1 alorson a x +1 = 0.

Exercice 1.1.
En reprenant ’exemple ci-dessus, que signifie la construction

~(Va, p(x))?

9
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CHAPITRE 1. LOGIQUE 1.3. LES REGLES DE LA LOGIQUE

Existentiel

On définit le quantificateur ezxistentiel 3 par la négation de (Va, —p(z))

Définition 9 (il existe)}

vap(x) = _‘(V‘%, _'p(m))

On lit : « Il existe au moins une valeur de x pour laquelle p(x) est vraie. »

Exemple 10

En reprenant la définition de p de ’exemple précédent, 3z, p(x) est une proposition vraie, qui dit qu’il
existe au moins une valeur de = qui est un nombre premier (p.ex. le nombre z = 3).

Négation des quantificateurs

Il découle directement de la définition de 3 que

1. la négation de (Vz,p(z)) s’écrit
- (Vz,p(z)) = 3z, ~p(2).

2. la négation de (Jz,p(x)) s’écrit

La démonstration de ces résultats est laissée en exercices (Ex. 1.9). La négation de 3 est immeédiate, a partir
de sa définition et de la régle de double négation. Pour le quantificateur universel, il suffit de remplace p par
—(—p) dans la régle de négation de 3 et de nier la régle résultante.

On utilise encore la notation

A ou I*

qui signifie « il existe un et un seul... »ou encore « il existe un unique. .. »

1.3 Les régles de la logique

Les régles de la logique nous indiquent quels sont les raisonnements corrects qui permettent de passer d’une
construction a 'autre. Toutes ces régles sont évidentes par elles-mémes, nous les citerons et les expliquerons
rapidement pour que leur écriture ne nous embrouille pas trop. On convient généralement de considérer qu'une
proposition notée seule est vraie. Ainsi si p est une proposition vraie, on note : p.

Les régles de logique sont des constructions entre propositions qui sont toujours vraies, quels que soient les
contenus exacts ou la valeur de vérité des propositions. Ce sont des tautologies, des assertions toujours vraies.
Il est aisé de montrer avec un tableau de vérité que chacune des régles suivantes est une tautologie.

Le tiers exclu
pV (-p)

Cette régle nous dit que I'une de ces propositions est vraie. Soit p est vraie, soit —p est vraie. Il n’y a pas d’autre
possibilité. Le principe du tiers exclu est identique au principe de non-contradiction qui s’écrit :

=((=p) A p),

et qui signifie que (—p) A p est toujours faux (c’est une antinomie). Autrement dit : on ne peut pas avoir
simultanément p vraie et —p vraie (ou les deux fausses simultanément).

Ces deux régles prises simultanément, nous indiquent que pour tester une proposition p, on peut prouver p
ou bien —p. Seule 'une des deux sera vraie.

La double négation
p < =(p).
Ce principe stipule que la double négation d’une proposition est la proposition elle-méme. On ne fait rien en
niant deux fois une proposition. Nier une négation revient a faire une affirmation.
Ainsi, si 'on veut prouver une proposition p, il est possible de montrer que —p est fausse. Il en découle alors
que —(—p) est vraie. Ce qui est également une conséquence de la régle précédente.
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1.3. LES REGLES DE LA LOGIQUE CHAPITRE 1. LOGIQUE

Commutativité de la disjonction
(pVq) < (qVp).

Cette régle dit simplement que dire que (p ou q) est vraie (resp. fausse) est équivalent a dire que (¢ ou p) est
vraie (resp. fausse).

Commutativité de la conjonction
(pAq) < (¢Ap).

Ici encore, c’est ’équivalence qui est toujours vraie. Cela signifie que p A ¢ a la méme valeur de vérité que g A p.

Réfutation par 1’absurde
(p=a)Ap——q) = —p

Cette régle est trés utilisée dans les démonstrations. Elle dit que si une proposition p nous permet de montrer
a la fois une proposition ¢ et sa négation —q, c’est que la proposition p est fausse.

Ponendo ponens
(p—=aq)Ap) = q

Cette regle aussi est trés utilisée. Elle dit que si p est une proposition qui admet une conséquence ¢, et si p est
vraie, alors g est vraie.

Tollendo tollens
((p = a) A=q) = —p.

Encore une régle trés importante. Cette régle dit que si une proposition p implique une proposition ¢, et que
cette proposition ¢ est fausse, c’est parce que la proposition p est elle-méme fausse.

Transitivité de I'implication

(p=>a)A(g—=r) = (p—7)
C’est la régle des syllogismes. Elle dit que si p a comme conséquence ¢ et que ¢ a comme conséquence 7, alors
p a comme conséquence 7.

Toutes ces régles, et quelques autres encore, peuvent étre utilisées pour établir des démonstrations. Nous en
ferons usage dés que nous devrons prouver des résultats a partir des axiomes.

Distributivité
pA(qgVr) < (pAg)V(pAT)
et
pVigAr) < (pVa) A(pVr)
Dans chacun de ces cas, I'expression a gauche de ’équivalence peut étre substituée par ’expression a droite du

signe d’équivalence. Cette régle est trés utile en théorie des ensembles, car elle permet de démontrer la régle
correspondante pour I'intersection et la réunion des ensembles.

La contraposée Encore une tautologie, trés importante en mathématique, que nous démontrons comme
exemple :

(p—4q) < (g — —p).

Pour prouver I’équivalence d’une implication p — ¢ avec sa contraposée —q — —p nous allons faire la table de
vérité de ces propositions :

(plal—-q]-vlp—=q]-a—-p]
VIV|[F|F ]| V %
VIF| V| F F F
F|V|F | V] V Y
F|F| V|V A% \%
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CHAPITRE 1. LOGIQUE 1.4. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION

Nous voyons que les deux derniéres colonnes sont identiques, ainsi une implication et sa contraposée sont
équivalentes. L’équivalence ci-dessus est bien une tautologie.

Détaillons un peu le sens de cette équivalence. L’implication p — ¢ signifie que ¢ ne peut étre fausse si p est
vraie. Ainsi si ¢ est fausse, on ne peut pas avoir p vraie, ce qui s’écrit -¢ — —p. C’est la teneur de 1’équivalence
ci-dessus.

Cette équivalence est trés importante en mathématique, ol nous sommes souvent portés a démontrer la
contraposée d’une implication pour prouver I'implication elle-méme, car il est parfois plus simple de démontrer
la contraposée plutot que 'implication.

1.4 Principe de la démonstration

Prouver une assertion revient a montrer qu’il y a un lien logique entre des énoncés réputés vrais et I’assertion
que I’on veut prouver. Nous venons de voir qu’une tautologie ne change pas la valeur de vérité d’une proposition.
Donc, si une proposition est vraie, en lui appliquant une tautologie elle reste vraie.

Si, maintenant, en partant des propositions vraies de départ (les prémisses, les hypothéses, les axiomes, les
théorémes déja prouvés) on peut les transformer, en leur appliquant successivement des tautologies, dans la
proposition que I'on veut prouver, celle-ci sera alors forcément vraie, puisqu’elle aura la méme valeur de vérité
que nos axiomes (qui sont vrais).

La preuve (ou démonstration) consiste en ’énumération des tautologies que on doit utiliser pour passer des
hypotheses (les axiomes ou les prémisses, ou les théorémes déja prouvés) a la these (la proposition finale que
lon veut prouver.)

Il arrive souvent que plusieurs suites de tautologies sont possibles. Il y a alors plusieurs preuves possibles. Du
point de vue logique, elles sont également valables. Dans la pratique, on préférera des preuves simples, directes,
élégantes, selon les gofits.

1.5 Ce qu’il faut connaitre

Qu’est-ce qu’une proposition ?

Utilisation de la négation — et tableau de vérité du V.
Définition et construction du tableau de vérité du A.
Définition et tableau de vérité de —.

Définition et tableau de vérité de <.

Utilisation des quantificateurs.

Négation du V et du A.

Distributivité du V et du A.

La contraposée d’une implication.

© X NS T ® D
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La négation d’une implication.

—_
—_

. Négation des quantificateur.

—_
[\

. Régle de la double négation et du principe de non-contradiction.

—
w

. Régle de commutativité de V et de A.
. Régle de distributivité de V et A.
. Regle de transitivité de =-.

—_ =
U

1.6 Exercices

1.6.1 Enoncés et propositions

Exercice 1.2.
Dire si les énoncés suivants sont des propositions. Si un énoncé utilise des notions qui ont besoin d’étre précisées
pour devenir une proposition, préciser la notion.

a) « La nuit tous les chats sont gris. »  b)« Il fait froid. »

¢) « La maison est grande. » d) « L’ensemble A »

e) « La porte et la fenétre. » f)«x1=2»

g) «4+ 2 est chaud. » h) « A droite prés de la porte. »
i) « 2 — 3 ne vaut pas 3. » j) «34—6»
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1.6. EXERCICES CHAPITRE 1. LOGIQUE

Exercice 1.3.

Soit la situation : il pleut, il fait chaud.

Evaluer les propositions suivantes.

a) « Il ne pleut pas ou il fait chaud. »

b) « Il ne pleut pas et il ne fait pas chaud. »

¢) « ¢l fait chaud, alors il ne pleut pas. »

d) « il ne pleut pas, alors il ne fait pas chaud. »
e) « s'il ne fait pas chaud, alors il ne pleut pas. »
f) « il est faux qu’il pleuve et qu'il fasse chaud. »

Exercice 1.4.
Soit les propositions : p =« il pleut »et ¢ =« les routes sont mouillées ». qui sont les deux vraies
Ecrire et évaluer les propositions suivantes.

1.6.2 Connecteurs entre propositions

Exercice 1.5.
Montrer que la double négation —(—p) d’une proposition p a la méme valeur de vérité que la proposition p.
Autrement dit

—(=p) < p.

Exercice 1.6.
Etablir la table de vérité de p A ¢ & partir de la définition donnée dans le cours.

Exercice 1.7.
Etablir le tableau de vérité de 'implication p — g.

Exercice 1.8.
Montrer que : pA(gVr) < (pAg)V (pAT).

Exercice 1.9.

Montrer que :
1. =(Vx,p(x)) < Tz, ~p(x).
2. =(3z,p(x))) < Vz, p(zx).

1.6.3 Reégles

Exercice 1.10.

Sans faire de tableau de vérité, montrer que

a) =(pAq) < (-p) V (7q)

b) =(pVq) < (=p) A (—q)

(Indication : Pour le point b), utiliser le point a) dans Pautre sens et effectuer des substitutions).

Exercice 1.11.
Sans faire de tableau de vérité, montrer que

—(p=q) ©pA(79).

Exercice 1.12.
Montrer, sans faire de tableau de vérité, que le tiers exclus est équivalent au principe de non-contradiction

(=p) Vp & ~(-pAp).
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CHAPITRE 1. LOGIQUE 1.6. EXERCICES

Exercice 1.13.
En utilisant les régles et sans tableau de vérité montrer que 1’équivalence est commutative

(req = (@ep)

Exercice 1.14.
Montrer, en faisant une table de vérité, que chacune des régles citées est une tautologie.

Exercice 1.15.
Montrer que les expressions du probléme 1.10 sont des tautologies

Exercice 1.16.
Montrer que p — p est une tautologie. Quelle est la régle équivalente & cette tautologie ?

Exercice 1.17.
Prouver, & I’aide d’une table de vérité, que les équivalences suivantes sont des tautologies

a)pVpep b)pAp < p

Exercice 1.18.
Nier I'implication p — q.

1.6.4 Divers

Exercice 1.19.
On donne deux propriétés P et Q dans un ensemble. Evaluer les propositions P = Q et Q = P et dire si les
propositions P et () sont équivalentes.
1. Dans ’ensemble N des entiers naturels
P : z est divisible par 30, @Q : x est divisible par 5.
2. Dans I'’ensemble des quadrilatéres du plan
P : x est un rectangle, @@ : x est un carré.
3. Dans I’ensemble N* des entiers naturels
P : x est divisible par 10, ) : = se termine par le chiffre 0.
4. Dans I’ensemble Z des entiers relatifs
P : le produit xy est nul, Q : = est nul.
5. Dans I’ensemble N des entiers naturels
P : x est divisible par 15, ) : = est divisible par 3 et 5.
6. Dans un ensemble de personnes
P : xestlefilsdey, Q : y est le pére ou la mére de x.
7. Dans I’ensemble des triangles du plan
P : x est isocéle, ) : x est équilatéral.

Exercice 1.20.
En reprenant les propriétés P et Q de I’exercice précédent, écrire la contraposée de la proposition P = Q.

Exercice 1.21.
Evaluer les propositions suivantes et les exprimer en utilisant les quantificateurs. Ecrire ensuite la négation de
chacune de ces propositions.

1. Tous les nombres entiers sont pairs.

Il existe au moins un nombre premier divisible par 2.

Tout nombre entier est inférieur ou égal a son carré.

Il n’existe pas de nombre entier n tel que 2" est impair.

Il existe un seul nombre premier qui n’est pas impair.

Tout nombre premier pouvant s’écrire sous la forme n? 4 1, ott n € N, est pair.
Il existe au moins un nombre impair diviseur de 42.

Il n’existe pas de nombre entier qui est égal a la somme de ses diviseurs.

© XN o N

Tout rectangle est un carré.

,_.
e

Il n’existe pas de triangle ayant trois angles égaux.

—
—

. 1l existe au moins un couple (x,%y) de nombres entiers tel que 2% — y* = 1.

—_
[\

. L’addition des nombres entiers est commutative.
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Deuxiéme partie

Théorie des ensembles
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Chapitre 1

Axiomes de base

La théorie des ensembles forme le langage unificateur des mathématiques. Quel que soit le domaine d’étude
des mathématiques (géomeétrie, algébre, analyse, théorie des groupes, géométrie analytique, géométrie différen-
tielle,...) on trouve des ensembles et les notations qui s’y rattachent. Les ensembles servent souvent a définir
un domaine d’étude dans un probléme.

1.1 Introduction

On considére que les notions d’ensembles et d’éléments sont des notions primitives. On ne tentera pas de
les définir en les ramenant & d’autres notions. Un ensemble est représenté par une paire d’accolades {...} qui
entourent les objets qui constituent ses éléments, par exemple :

{a,b,c,...}.

On utilise les points de suspension “...” pour indiquer que ’on a omis des éléments. On introduit le symbole
“ec” entre les éléments et les ensembles qui signifie que 'objet de gauche est un élément de I'objet de droite qui
est obligatoirement un ensemble. Pour signifier que 'objet a est un élément de I’ensemble A on écrit :

a € A.

Si a est un élément de {a,b,c,...}, on écrit a € {a,b,c,...}, que l'on lit : « a est un élément de (ou a appartient
a) Pensemble {a,b,c,...}. » Dans ce chapitre nous commencerons par énoncer les axiomes qui spécifient la
maniére de définir un ensemble. Ensuite une série d’axiomes introduiront des outils pratiques pour effectuer des
opérations sur les ensembles.

L’ouvrage de Schwartz [Sch91] contient une introduction rapide aux axiomes de base de la théorie des
ensembles. C’est un exposé d’un niveau assez élevé. L’ouvrage de Suppes [Sup72] est plus abordable, trés détaillé
tout en restant tourné vers l’essentiel. On trouvera dans ce dernier ouvrage des démonstrations sur la plupart
des opérations effectuées “naturellement” ou intuitivement que 'on utilise, en général, sans démonstration.
Mentionnons encore le trés connu de Kelley [Kel61] qui contient en annexe un résumé de la théorie des ensembles
dans laxiomatique de Von Neumann—Gdodel. Enfin, dans le livre de Halmos [Hal87] on trouve une introduction
plus élémentaire de la théorie des ensembles avec des preuves détaillées de la plupart des propriétés.

Ajoutons encore que les axiomes présentés ci-aprés sont les axiomes de Zermelo-Fraenkel, du nom de ceux qui
les ont introduits, dans le premier quart du XX¢ siécle. D’autres variantes existent, notamment ’axiomatique
de von Neumann. Pour 'essentiel, mis & part des détails de niveau avancé, ces axiomatiques sont trés proches.

1.2 Les ensembles

La définition suivante définit les ensembles comme étant des objets qui contiennent d’autres objets.

Définition 1 (Les ensembles)}

Un objet E est un ensemble s’il existe des objets x qui sont des éléments de E ou si E est ’ensemble
vide
E est un ensemble & (Iz, z € E) V (E = @).
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CHAPITRE 1. AXIOMES DE BASE 1.2. LES ENSEMBLES

Un ensemble est un objet qui a des éléments. Les éléments sont les objets contenus par 'ensemble. Il se peut,
toutefois qu'un ensemble ne contienne aucun objet, il s’agit alors de I’ensemble vide.

On appelle @ V'ensemble vide. Nous verrons par la suite que I’ensemble vide ne contient aucun élément,
comme l'indique son nom.

Il n’est pas explicitement fait mention qu’il existe un ou des ensembles. Il est généralement admis, toutefois,
que ’ensemble vide existe. C’est une espéce d’axiome 0. Il n’en faut pas plus pour construire toute 'arithmétique
(via Paxiome de l'infini, de Peano) et, partant, toutes les mathématiques (ou du moins une grande partie).

On utilise essentiellement deux maniéres pour représenter les ensembles : par extension et par compréhension.
Ces deux méthodes sont complémentaires et suffisent a représenter convenablement tous les ensembles dont on
a besoin.

Dans une attitude sceptique, on peut en venir & se demander s’il existe vraiment ne serait-ce qu’un seul
ensemble. L’axiome de sélection nous permettra de définir objectivement un ensemble. En réalité, ce n’est pas
une nécessité. Ce qui est important est que la théorie développée ci-aprés est valable dés que I’on a des ensembles.

Nous pouvons déja voir que si un ensemble ne contient aucun élément, alors c’est I’ensemble vide.

Théoréme 1.1

Soit F un ensemble tel que : Vz, x &€ E, alors £ = @.

Preuve.
Soit la proposition p =« Jz,x € E ». La négation de p est alors

-p=Vr,x ¢ E.

Ainsi si —p est vraie (il n’existe aucun élément contenu dans F), p est fausse.
Comme E est un ensemble, alors la définition donnée pour les ensembles implique que E = @. Car pour que le ou
soit vrai, il faut qu’au moins une des deux propositions soit vraie.

Pour la réciproque de ce théoréme, nous devrons attendre ’axiome de sélection.

1.2.1 Ensembles définis en extension

Un moyen trés simple de décrire un ensemble consiste simplement & énumérer tous ses éléments. Par exemple,
nous pouvons considérer un jeu de cartes comme un ensemble. Décrire le jeu de cartes consiste alors & énumérer
exactement les cartes qu’il contient. C’est 'idée de la définition en extension d’un ensemble donnée par ’axiome
suivant.

Axiome 1 (d’extensionnalité, d’extension)}

Soit A, B deux ensembles. A et B sont égaux s’ils contiennent exactement les mémes éléments

(A=B)e (zrc€ As 2z e B).

Remarque 1

Cet axiome permet de déterminer dans quelle situation deux ensembles sont égaux. Rappelons qu’une
équivalence est vraie si et seulement si l'implication et sa réciproque sont vraies.

Remarque 2

Cet axiome permet de définir un ensemble A en mentionnant qu’il est égal & un ensemble contenant
des éléments connus

A={a,b,c1,2,3,.. .}

Pour un ensemble donné A, nous pouvons nous intéresser a certains éléments de cet ensemble uniquement. Nous
pouvons, par exemple, nous intéresser uniquement & la partie d’un jeu de carte qui ne contient que des 9, ou
que des personnages. On définit alors la partie d’un ensemble de la maniére suivante

©Guglielmo Pasa 18



1.2. LES ENSEMBLES CHAPITRE 1. AXIOMES DE BASE

FIGURE 1.1 — L’ensemble B est une partie de ’ensemble A.

,—[ Définition 2 (partie)} <

Soit A un ensemble. On dit qu'un ensemble B est une partie ou un sous-ensemble de A, on note :
B C A, si tout élément de B est aussi un élément de A

BCAs (zxeB=>zcA).

L On dit alors « B est inclus dans A ».

Remarque 3

Il est bien clair qu’une partie, ou un sous-ensemble d’un ensemble, est également un ensemble.

Remarque 4

Il est a remarquer qu'une définition n’introduit pas un concept. Elle sert plutét a donner un nom a
un concept qui découle des axiomes, directement, ou indirectement par des théorémes.

/—‘ Exemple 1 N

Soit les ensembles A = {a,b,c,d} et B = {a,b,c}. Il est bien clair que

B CA,

car tous les éléments de B sont également des éléments de A.
De plus, mentionnons que

ad A,
car a n’est pas un ensemble et n’a pas d’éléments qui appartiennent a A. Par contre, on peut écrire
{a} C A.

En effet, & gauche de C il y a maintenant un ensemble. Cet ensemble a comme seul élément a, et cet

élément a appartient aussi & I’ensemble A.
. J

Nous donnons ci-aprés les propriétés de U'inclusion et les démontrons complétement. Ces trois démonstrations
simples permettent d’illustrer la méthode utilisée dans les démonstrations.

Propriété 1.2 (de l’inclusion.)}

a) Pour tout ensemble A : A C A.
b) Soit A, B deux ensembles : A= B < (A C Bet BC A).
¢) Soit A, B, C trois ensembles : (AC Bet BCC)= AcCC.

Preuve.
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CHAPITRE 1. AXIOMES DE BASE 1.2. LES ENSEMBLES

a) Pour montrer que A C A il faut montrer que = € A implique z € A. Ce qui est clair, car p = p est une tautologie.
b) L’égalité des ensembles entraine

A=B <& (re AsxzeB) (ax. d’extension)
SeA=>zeB)AN(zr€B=zcA) (déf. de &)
& (ACB)A(BCA) (déf. de Plinclusion)

¢) Supposons que A C B et B C C. Par la définition de l'inclusion, cela signifie
lL.zeA=>z€B

et
22.x€EB=zeC.

Par la transitivité de I'implication on a alors : © € A = x € C. Par définition de l’inclusion, cela signifie : A C C.

O
La force d’une démonstration, réside dans le fait qu’elle n’utilise que des données fiables. Ces données fiables,
dans notre cas, sont représentées principalement par 'axiome d’extension et par la définition de I'inclusion.

Il y a une grande différence entre un axiome et une définition. Un axiome nous donne un objet ou un outil
de travail (ensemble, 1’égalité des ensembles) et la définition se contente de donner un nom a une idée. Elle
donne un raccourci commode & une expression complexe (A est inclus dans B, au lieu de « tous les éléments de
A sont aussi des éléments de B »).

Nous ne nous sommes jamais appuyés sur un exemple durant la démonstration. En effet un exemple est un
cas particulier et risque de mener & une preuve qui n’est correcte que pour I’exemple utilisé. On ne fait jamais
appel & un cas particulier dans une preuve, ni aux idées précongues, qui ne sont pas contenues dans les énoncés
des axiomes ou des théorémes déja prouvés.

Exercice 1.1.

Reprendre la preuve des propriétés et observez l'usage qui est fait des axiomes, des définitions. Repérer les régles
de logique utilisées implicitement (sans les nommer) et explicitement (en les nommant). Pourquoi I'implication
de la partie a) de la preuve est-elle claire ?

Définir un ensemble par extension est parfois trés pratique, s’il n'y a pas un grand nombre d’éléments. On
peut, ainsi, en un coup d’ceil se rendre compte du contenu de ’ensemble.

Par contre, lorsque I'on veut définir un ensemble avec un trés grand nombre d’éléments, cet axiome n’est
plus trés pratique.

1.2.2 Ensembles définis en compréhension

L’axiome suivant affirme qu’en sélectionnant, dans un ensemble A, uniquement certains éléments x qui
vérifient une propriétés p(x) choisie a 'avance, on obtient encore un ensemble.

f-[ Axiome 2 (de sélection, de compréhension)] N

Si A est un ensemble et p(x) une proposition contenant la variable x, alors il existe un ensemble B
contenant les éléments x de A pour lesquels la proposition p(x) est vraie

B, (z € B (z€AAp(a)) ).

On note B={z € A | p(z)}, ou encore B = {z|z € A et p(x)}.

Remarque 5

Définir un ensemble A en compréhension, consiste & spécifier dans quel ensemble E on prend les
éléements que P'on sélectionne (on appelle cet ensemble le référentiel, ou univers) ainsi que la propriété

de sélection
A={z € Elp(z)} ou A={x|xr € EAp(x)}.
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1.2. LES ENSEMBLES CHAPITRE 1. AXIOMES DE BASE

/—‘ Exemple 2 N

Soit E lensemble des lettres de I'alphabet et p(x) la proposition «  est une voyelle ». On a alors

A={z|lr € Enp(x)}
= {z|x € E Az est une voyelle}

= {a,e,i,0,u}.

,—‘ Remarque 6 \

On devrait ajouter une restriction sur la proposition p. Par exemple : « ne contenant pas le symbole
B », car si on 'omet, on peut avoir des problémes. Le célébre paradoxe de Russel, par exemple, est
obtenu en choisissant p(z) = ¢ B. On trouve alors

B = {z € Az ¢ B}.

Ainsi, si x € B, alors, par définition de B, © ¢ B ce qui est absurde. En outre, si x ¢ B, alors, par
définition de B, il faut que = € B, ce qui est également absurde.

En fait, la restriction que I'on vient de poser n’est pas suffisante. Il faut un nouvel axiome, ’axiome
de fondement, pour exclure définitivement ce genre de probléme. En effet, si nous posons p(z) = = ¢ z,
nous obtenons & nouveau le paradoxe de Russel.

Remarque 7

Cet axiome est, en fait, un schéma d’axiomes. Pour chaque définition de p(x), on obtient un nouvel
axiome. Ainsi, ’axiome de sélection est tout un ensemble d’axiomes.

,—‘ Remarque 8 N\

Cet axiome permet ainsi de définir un ensemble B & partir d’un ensemble A donné et d’une propriété
p(x) portant sur un élément = et ne contenant pas le symbole B. On définit alors l’ensemble B des
éléements de A qui vérifient la propriété p(z) par

B={xeAlp)},

qui se lit : « B est I’ensemble des éléments = de A (z € A), tels que (]) p de z est vraie. »

,—‘ Exemple 3 N\

Si A= {1,2,3,4,5,6} et p(x) = § € A. p(x) ne contient pas le symbole B, on peut alors définir
I’ensemble

B:{xeA|geA}:{2,4,6}.

Le définition de B se lit : « B est 'ensemble des éléments z de A, qui sont tels que 5 est encore un

élément de A. »

\, J

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la réciproque du théoréme 1.1 en page p.18.

Théoréme 1.3 }
SiE =g, alors Va,z & E. ]

Preuve.

Soit A un ensemble et posons E = {z € A| z # z}. On a: Vz, = ¢ E. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait
un élément x € E. Par définition de E, on aurait alors x # x, ce qui est absurde. Donc Vx € A,z ¢ E.

De plus, si un objet x n’est pas élément de A, il n’est pas non plus élément de E, puisque seuls les éléments de A
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peuvent appartenir & E. Ainsi :

Vz,z € E.
Par le théoréme 1.1 on a alors
E=0.
En définissant ’ensemble @ comme 1’ensemble F, on obtient le théoréme.
O
Le théoréme précédent et le théoréme 1.1 affirment que
E=go&Vz, ¢ E.
Définition 3 (Ensemble vide)}
Soit p(x) la proposition « z # = » et A un ensemble. On appelle ensemble vide 'ensemble
@ ={z € Alx # zx}.
Remarque 9
Ce qui est important dans la définition de & est que p(x) soit toujours fausse. On obtiendrait une
définition équivalente pour toute propriété de z, p(x), toujours fausse. Le choix de cette définition de
p(x) est approprié, puisqu'’il ne s’appuie que sur la propriété de I’égalité qui est que l'on a toujours
r=2x.
Cet ensemble ne contient aucun élément.
Théoréme 1.4 }
La relation = € & est toujours fausse.
Preuve.

Par le théoréme 1.3, on a, en remplagant E par &, Vz,z € & est toujours vraie.

Ainsi, Jz,x € @ est toujours fausse, puisque c’est la négation de la proposition précédente.

Ou encore(deuxiéme preuve) :

Procédons par le tiers exclu. S’il existe x € &, alors, par définition de I’ensemble vide, on doit avoir :  # x, ce qui est

absurde. Ainsi on ne peut pas avoir x € @.

Enfin, pour terminer, nous donnons une troisiéme preuve :

Le théoréme 1.3 affirme que Vz, x € @, ce qui est justement ’énoncé que nous devons prouver. Ce théoréme paraphrase,

en fait, le théoréme 1.3.

O

Propriété 1.5 (de ’ensemble vide)}

a) & est unique.
b) Pout tout ensemble A on a @ C A.
Preuve.

a) Supposons qu’il existe deux ensembles vides. Soit @1 et 2 ces deux ensembles. Si &1 # @3 il existe un élément
z € @1 tel que z € @o. Or x € I est toujours fausse, donc un tel élément n’existe pas. De méme il n’existe aucun
élément de @2 qui n’est pas dans & puisque x € Fy est toujours fausse. Donc on en conclut que @1 = @a. Il ne
peut pas y avoir deux ensembles vides.

b) Soit A un ensemble. Supposons que @ ¢ A. Il existe alors un élément x € @ tel que z ¢ A. Or x € & est toujours
fausse, donc un tel élément n’existe pas. Ainsi on a bien @ C A.

O

Puisque @ est unique, @ ne dépend pas de ’ensemble utilisé pour le définir. Ainsi I'existence de & est indépen-
dante de tout ensemble. Il peut sembler paradoxal que toute I’arithmétique et les mathématiques reposent sur
cet ensemble, ’ensemble qui ne contient rien. Mais nous verrons que c’est bien le cas.

L’ensemble vide permet de définir la notion de nombre & I'intérieur méme de la théorie des ensembles, sans
faire référence a d’autres concepts que ceux afférents aux ensembles. Toutes les propriétés des nombres et de
leurs opérations élémentaires découlent naturellement de cette théorie.
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La déduction de l'arithmétique a partir de la théorie des ensembles (cf. appendice IV.A ou [Lan01], [Sup72]
et [Sch91]) a permis, pour la premiére fois, de donner une assise solide a toutes les techniques de calcul sur les
nombres. Cela a contribué a bien comprendre ce qu’est un nombre et, surtout, a permis de démontrer que les
propriétés des opérations élémentaires des nombres, que ’on utilise couramment, sont toujours vraies.

Exercice 1.2.
Faire un résumé des résultats concernant ’ensemble vide.

1.3 L’Ensemble des parties

L’axiome de ’ensemble des parties affirme que pour tout ensemble A, il existe un ensemble B dont les
éléments sont les sous-ensembles de A.

Axiome 3 (Ensemble des parties)]

Si A est un ensemble, il existe un ensemble B dont les éléments sont les parties de A,

VA,3B,(X e B= X C A).

L’axiome affirme l'existence de ’ensemble B, que 1’on notera P(A), et dont 1'usage est fixé par la définition
suivante.

Définition 4 (Ensemble des parties)}

Soit A un ensemble. On appelle ensemble des parties de A, ensemble P(A) dont les éléments sont
toutes les parties de ’ensemble A.

Remarque 10 }

Les éléments de P(A) sont des ensembles, les sous-ensembles, ou les parties de A. Son existence est
affirmée par I'axiome de ’ensemble des parties.

Exemple 4

Soit A l’ensemble défini en extension par A = {a,b}. L’ensemble des parties de A est

P(A) = {®7 {a}7 {b}a {0,, b}}

On observe en effet que chaque élément de P(A) est inclus dans A.

,—‘ Exemple 5 N\

Si A= @, on a alors

P(@) = {2}
et
P(P(2)) ={2,{a}},
et encore
\ P(P(P(@)) ={2.{a}. {{=}} {2,{a}} }. )

Théoréme 1.6 }

Pour tout ensemble A, on a

a) @ € P(A) b) A € P(A)

23 ©Guglielmo Pasa



CHAPITRE 1. AXIOMES DE BASE 1.4. CONSTRUCTIONS

Preuve.
a) C’est clair puisque & est inclus dans tout ensemble A.
b) C’est clair puisque A est toujours inclus dans A.

1.4 Constructions

1.4.1 Intersection

L’axiome de sélection permet de construire l'intersection de deux ensembles donnés, qui est I’ensemble des
éléments qui sont communs aux deux ensembles :

,—[ Définition 5 (intersection)] N

Soit A, B deux ensembles. L’intersection de A et de B, notée AN B est I’ensemble défini par I’axiome
de sélection en posant p(x) =z € B

r€eANB & (r€ ANz € B).

L Onlit ANB : « A inter B ».

E ANB

A B

FIGURE 1.2 — En gris : 'intersection de deux ensembles A et B.

,-{ Propriété 1.7 (de l’intersection)} N

Soit A, B, C trois ensembles. Les égalités suivantes sont vérifiées
a) (r€e ANB) & (x€ Aet z € B).

b) AN@=ga.

c) ANA=A.

d) AnB=BnNA.

e) (ANB)NC=ANn(BNCOC).

Preuve.

a) C’est le contenu de la définition de AN B.
b) Par définition de l'intersection de AN @, on a

reANT & (€ ANz € D).

Or, la propriété z € @ est toujours fausse. Il en découle, par définition du A que la parenthése de droite est
toujours fausse. Ainsi, & cause de I’équivalence, ’expression de droite est également toujours fausse. On a alors :
Vz,z € AN . Ainsi, nous pouvons affirmer, par le théoréme 1.1 que

ANg =o.
¢) Par définition de l'intersection, nous avons
(xeANA)s (zc ANz e A) & (z € A).

Ainsi, nous avons
r€EANAs e A

Par ’axiome d’extension, nous concluons que
ANA=A.
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d) II découle de la définition du A (le et de la logique) que A est commutatif. Il s’en suit que x € ANz € B est
équivalent & x € BAx € A. Ainsi

r€EANB& (z€e ANz EeEB)s (zreBAxzeA) & xe BNA.

Par ’axiome d’extension, nous en déduisons que AN B = BN A.
e) Cette propriété revient a prouver que

(reANzeB)AzeC o axeAN(z € BAz D),
soit
(pAg) AT pA(gnrT),

ce qui est clair en faisant les tables de vérité de ces constructions.

O

Exercice 1.3.
Prouver, en faisant les tables de vérité, que (p A g) Ar <> p A (¢ A ), autrement dit, que la conjonction des
propositions est associative.

Définition 6 (disjoints)}

Deux ensembles A et B sont dits disjoints s’ils n’ont aucun élément en commun

ANB=g2.

1.4.2 Paire

[’axiome de la paire permet de construire un ensemble & partir de deux objets quelconques.

,—[ Axiome 4 (de la paire)} N
Soit a,b deux objets, il existe un ensemble, appelé paire, ne contenant que ces deux objets comme
éléments

Va,Vb,3A(r €c Az =aVz=»).
On note
A ={a,b}.
. J

La premiére paire que 1’on va considérer est celle qui contient deux fois le méme élément. On constate, d’aprés
I’axiome d’extension, qu’un élément donné a peut figurer autant de fois que I'on veut dans un ensemble A.
Seule la présence ou non du symbole a compte. Le nombre d’occurrence n’a, quant a lui, aucune importance.
La définition suivante formalise ce principe.

Définition 7 (singleton)}
On appelle singleton {a} la paire {a} = {a,a}. ]

Passons & un petit jeu. Nous avons vu que le seul ensemble dont on peut légitimement affirmer I’existence
est .
Grace a I’axiome de la paire et la définition du singleton, nous pouvons construire, a partir de &, le singleton

{7},

le singleton qui contient ’ensemble &. Attention! cet ensemble n’est pas vide. Il contient un objet, 'ensemble
&, qui, lui, est vide.
Nous nous trouvons maintenant avec deux ensembles : @ et {@}. On peut alors construire la paire

{2,{2}}.

Cette paire contient deux objets distincts. Et on peut continuer ainsi de suite. Ce petit jeu de construction est
le point de départ des nombres naturels.

Il peut sembler utile de définir des paires ou 'ordre des éléments est important. Dans les ensembles, 'ordre
des éléments n’a aucune importance. L’ensemble {a, b} et 'ensemble {b, a} sont le méme ensemble. Cela découle
directement de ’axiome d’extension.

Il faudra attendre la construction des couples, pour générer des ensembles dans lesquels ’ordre est important.
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1.4.3 Réunion

Contrairement a 'intersection, ’axiome de sélection ne permet pas de définir la réunion de deux ensembles,
car cette réunion fait appel au connecteur V au lieu du connecteur A de I’axiome de sélection. Nous avons donc
besoin d’un nouvel axiome pour affirmer ’existence de la réunion de deux ensembles A et B.

Axiome 5 (de la réunion)}

Soit A, B deux ensembles. Il existe un ensemble C, appelé 'union de A et de B dont les éléments sont

ceux de A et ceux de B
VAVB,3C (r € C & (xr € AVzx € B)).

On écrit C = AU B, ce qui se lit : « A union B. »

L’ensemble C' défini par 'axiome précédent introduit une nouvelle notation

/—[ Définition 8 (union)} N

Soient A et B deux ensembles. On appelle réunion de A et B I’ensemble, dont I’existence est affirmée
par Paxiome précédent et qui se note A U B et défini par

AUB = {x|r € AVx € B}.

L On lit :« A union B ».

FIGURE 1.3 — En gris : la réunion des deux ensembles A et B.

La réunion des ensembles posséde les propriétés suivantes.

Propriété 1.8 (de la réunion.)

Soit A, B, C' trois ensembles. On a les propriétés suivantes
a) (re AUB) < (x € Aouz € B).

b) AUZ = A.

c) AUA = A.

d) AUB=BUA.

e) (AUB)UC =AU (BUCQ).

Preuve.
a) Il découle de 'axiome de la réunion, en remplagant C' par AU B que

r€AUB & (x€ AV € B).

Ce qui est le résultat cherché.
b) x€ AU & (z € A Vo € ). Or la propriété x € & est toujours fausse. Ainsi, la proposition

rEA VzreED.
¢) Pour montrer I’égalité des deux ensembles, utilisons I'axiome d’extension. Il faut prouver que
(re AUA) & (x € A).

Cela signifie que t € AVz € A< x € A. Or il est toujours vrai que p V p < p. Ainsi, par ’axiome d’extension :
AUA=A.
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d) Il découle de la définition du V (le ou de la logique) que V est commutatif. Il s’en suit que z € AV x € B est
équivalent & x € BV z € A. Ainsi

r€AUB & (xr€c AVeeB)& (x€BVva e A)s € BUA.

Par l’axiome d’extension, nous en déduisons que AN B = BN A.
e) Cette propriété revient a prouver que

(xreAveeB)VaeeC=z€ AV (zxeBVzel),
soit
(pvqgVr=pV(gVvr),

ce qui est clair en faisant les tables de vérité de ces constructions.

Théoréme 1.9 }

Soit A, B, C' trois ensembles. On a les relations suivantes
a) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC),
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Ces trois derniers théorémes définissent 1’algébre de Boole. C’est ’ensemble des régles qui gérent les opéra-
tions sur les ensembles.

1.5 Partition

,—{ Définition 9 (Partition)} <

Soit A un ensemble. On appelle partition de A une partie P de P(A) telle que
a) o & P.
b) Tous les éléments de P sont deux & deux disjoints :

XNY =2, VX,YeP

¢) La réunion de tous les éléments de P est I’ensemble A.
\ J

Remarque 11 }

Les éléments d’une partition sont des ensembles. Une partition d’un ensemble A est un ensemble dont
les éléments sont certains sous-ensembles (certaines parties) de A.

1.6 Complémentaire

La notion de complémentaire est en étroite relation avec la logique. Si, dans un référentiel E, A représente
Iensemble de tous les éléments = de E qui vérifient une propriété p(x), le complémentaire de A représente
I’ensemble des éléments qui restent. C’est-a-dire ’ensemble des éléments x de E qui ne satisfont pas la propriété
p(z). La notion de complémentaire permet ainsi de séparer un ensemble en deux parties selon que les éléments
de FE vérifient ou non une propriété donnée.

La notion de complémentaire est le correspondant mathématique de la notion exprimée par ’expression “les
autres”.

Définition 10 (complémentaire)]

Soit A C E. On appelle complémentaire de A dans E ’ensemble

CpA={zcElx¢A}.
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Notation 1
Lorsqu’il n’y a pas de doute pour I'ensemble E, on note : A au lieu de Gz A. ]

FIGURE 1.4 — En gris : Le complémentaire de A dans E.

,—[ Proposition 1.10 (Lois de Morgan)} N

Soit AC E et B C E, alors
a) CEE = J.

C) BE(AUB) = CEAOGEB
d) Ce(ANB)=CrAUCgB.

Définition 11 (diﬁ'érence)}

Soit A et B deux parties d’un ensemble E. On appelle différence de A par B, on note A — B (ou
A\ B,) I'ensemble
A-—B=A\B={z€E|lxrc€Aet z & B}.

AR

Remarque 12 }
SiBCA,alors:04B=A-B. ]

Définition 12 (différence symétrique)}

Soit A et B deux parties d’un ensemble E. On appelle différence symétrique de A et B, on note AAB
’ensemble

AAB = (A—B)U (B - A).

AR

Remarque 13 }

Les symboles €, C,U, N sont trés différents. Il convient de bien les utiliser.

€ a un élément a sa gauche et un ensemble & sa droite : a € A. Cette assemblage est une proposition.
C a un ensemble de chaque coté : A C B. Cette assemblage est une proposition.

U, N ont un ensemble de chaque coté : AU B, AN B. Ces assemblages sont des ensembles.
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1.7 Axiome de fondement

Comme nous 'avons vu en page 20, on peut facilement créer des contradictions avec 'axiome de sélection.
Il nous faut alors un axiome qui élimine les propositions “illicites” lors de la formation des ensembles & partir
de l'axiome de sélection. Cet axiome est I’axiome de fondement :

Axiome 6 (de fondement)}

Tout ensemble non vide A contient un élément B, tel que AN B =& :

VA#@(3BE€A A ANB=o).

Il en découle le théoréme

Théoréme 1.11
Pour tout ensemble A : A & A.

Preuve.
Supposons qu’il existe un ensemble A tel que A € A.
On a alors : A € {A} N A. Or d’aprés 'axiome de fondement, il existe un élément de {A} qui est disjoint de {A}.
Comme le seul élément de {A} est A, on doit avoir :
ANn{A} =0o.
Ce qui contredit I’hypothése de départ.

Corollaire 1.12

Il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles. Autrement dit, la collection de tous les ensembles
n’est pas un ensemble.

Preuve.
Si la collection de tous les ensembles était un ensemble, il devrait se contenir lui-méme. Ce qui contredit le théoréme
précédent.

1.8 Pour conclure

En plus des axiomes que nous avons cités dans les sections précédentes, la théorie des ensembles utilise
encore trois autres axiomes.

Les axiomes de remplacement et du choix qui complétent ’axiomatique de base des ensembles. Enfin I'axiome
de Peano, ou 'axiome de l'infini (cf. p. 192), permet d’introduire les nombres entiers naturels dans le cadre de
la théorie des ensembles. Ce dernier axiome donne un sens concret a la notion de nombre et permet ainsi de
construire toute ’arithmétique a partir de la théorie des ensembles, en bénéficiant de sa solidité et de sa rigueur.

L’axiome du choix dit si I'on dispose d’un ensemble E d’ensembles

E={E\,E,..}

alors on peut toujours choisir un élément de chacun de ces ensembles, méme (surtout, car sinon I’axiome du
choix est inutile) si ’ensemble contient une infinité d’ensembles.

Axiome 7 (du choix)}

Pour tout ensemble E d’ensembles non vides et disjoints, il existe un ensemble A contenant exactement
un élément de chacun des ensembles de F.

L’axiome du choix permet de démontrer des résultats surprenants !
Enfin 'axiome de remplacement, ou de substitution (qui est en réalité un schéma d’axiomes, comme ’axiome
de compréhension) affirme que tout ensemble a comme image un ensemble par une fonction.

1. Le paradoxe de Banach-Tarski, par exemple, montre qu’il est possible de découper une sphére et par des isométries, recoller
les morceaux pour obtenir deux sphéres qui ont chacune le méme volume que la sphére initiale.
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1.9 Ce qu’il faut connaitre

Comment montre-t-on que deux ensembles sont égaux ?
Enoncer I'axiome d’extensionalité.

Enoncer I’axiome de compréhension.

Définition de l'inclusion, d’une partie.

Propriétés de U'inclusion (énoncés et preuves).

Propriétés de 'ensemble vide (et preuves).

Définition de I’ensemble des parties et propriétés des parties.
Définition et propriétés de U'intersection (énoncés et preuves).

© PN O WD

Axiome, définition et propriétés de la réunion (énoncés et preuves).

,_
e

Définition de la partition.

—
—

. Définition et propriétés des complémentaires.

—_
[\

. Maitriser le vocabulaire et la notation ensembliste.

1.10 Exercices

1.10.1 Ensembles

Exercice 1.4.
Définir en extension les ensembles suivants

1. L’ensemble A des doigts d’une main.

L’ensemble B des lettres de 'alphabet figurant dans le mot « anticonstitutionnellement ».
L’ensemble C' des noms de saisons.

L’ensemble D des noms de saisons dont l'initiale est une voyelle.

L’ensemble F des noms de saisons dont l'initiale est la lettre « s ».

L’ensemble F' des nombres premiers compris entre 30 et 40.

L’ensemble G des nombres pairs positifs qui sont premiers.

L’ensemble H des nombres impairs divisibles par 10.

© PN O N

L’ensemble I des multiples positifs du nombre 10 inférieurs a 36.

,_
e

L’ensemble J des nombres négatifs divisibles par 5 et supérieurs a -24.
11. L’ensemble K des nombres impairs compris entre 10 et 20.

Exercice 1.5.
Lire en francais et définir en extension les ensembles suivants

1. A={z|z e Net z < 10} 23—{35|1:€Net3<x<8}
3.C={zlrcZet —3<x<3} 4 D={zr|lrecNetIcN}
5. FE = {z|r =2n et n € N} 6. F = {x|:c€Zet§€Z}
7.G:{x|z€Net%ﬂ€N} 8. H={z|lxeZet x+2€N}
9.[:{x\m€Net%€N} 10. J={z|zr €Z et 0-2 =0}

1. K={z|]reNetz -2 N*} 12. L={zlzr € Zet 2? =4}
B M={zlr€Zetz?+9=0} 14. N={zlz€Zetz+2=0}
15. P ={z|x e Net 22 = 1} 16. Q@ = {z|lxr € Net 5 <z <10 et x est premier}

Exercice 1.6.
Traduire en frangais ’énoncé suivant

x
re€N—-{l}telque —eN=(n=1Vn=rx)
n
Que sont ces nombres x 7

Exercice 1.7.

Définir en compréhension les ensembles suivants

1. A = {nord, sud, est, ouest} 2. B = {goit, odorat, ouie, toucher, vue}

3.0 ={-3,-2,-1,0,1,2,3} 4. D ={0,6,12,18,24,30,36, ...}
6. F = {2,4,6,8)
8. H=

5. E={..,—7,-5-3,—1,1,3,5,7,...}
7.G = {17,34,51, 68,85} (2,3,5,7,11,13,17,19,23,31,.. ., 97}
9.1 =1{1,4,9,16,25,36, 49, 64, 81,100}
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Exercice 1.8.
Soit les ensembles A = {a,b,c,d, 1,2,3} et B = {a,d,2}. Définir en extension I’ensemble

E={x|xr € Aet x & B}.
Exercice 1.9.
Les ensembles suivants sont-ils égaux ?
1. A={a,b,c,d} et B={c,a,d,b}
2. A={1,2,3} et B={123}

3. A={z[zr € Net £ €cNet 10 <z <15}
et B = {z|z € N et = est premier et 24 < z < 28}

4. A={zlzr=3netnecN}et B={z[zr cNet § €N}
5. A={a,1,2} et B=1{1,2,{a}}
6. A= {z|x € Net x est impair} et B = {z|zr € Net 20+ 1 € N}
Exercice 1.10.
A quelle(s) condition(s) les ensembles A et B suivants sont-ils égaux ?
1. A={a,b,c,d} et B={a,1,c,b}
2. A={a,b} et B=1{1,2}
3. A={a,b,c,d,e} et B=1{1,2,a,c,e}
Exercice 1.11.
Soit les ensembles A = {a, b}, B = {a,b,1} et C = {4, B,{1}}. Les affirmations suivantes sont-elles correctes ?

l)ace A 2)2¢ B 3){a}e A 4) {a,b} € B
5)BeC 6) {a,b} € C N1leC 8) {1} eC

Exercice 1.12.
Les écritures suivantes sont-elles correctes ?

geN, g={2}, oc{o}

Exercice 1.13.
Les écritures suivantes sont-elles correctes ? Si tel n’est pas le cas, apporter les corrections nécessaires.

1)1c{1,2,3} 2) {a} €{2,a,b} 3) {4,6} c {6,4}
4) {1,2,3} e N 5) @ C {a,b,c} 6) @ C {2, {a,b}}
Noew 8) o C {o} 9){gtco

Exercice 1.14.
Illustrer par un diagramme de Venn les inclusions existant entre les trois ensembles suivants

A=1{3,6,9}, B={2,3,4,6,89} et C ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Exercice 1.15.
Soit I’ensemble F = {1,2,3,4,5}. Former tous les sous-ensembles possibles de E ayant deux, trois ou quatre
éléments.

Exercice 1.16.
Soit 7 I’ensemble des triangles du plan. Ecrire toutes les inclusions possibles entre les ensembles suivants.
1. A= {z € T| = est isocéle} 2. B = {z € T| z est équilatéral}
3. C = {x € T| x est rectangle} 4. D = {x € T| x est rectangle et isocéle}
5. E = {x € T| « posséde au plus un axe de symétrie} 6. F = {z € T| 2 a au moins deux angles égaux }

Exercice 1.17.
Soit trois ensembles A, B et C. Démontrer I'implication

(ACBetBCC)=(ACCO).
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1.10.2 Ensemble des parties

Exercice 1.18.
Soit I’ensemble E = {a,b, c}. Déterminer P(E).

Exercice 1.19.
Soit le singleton E = {a}. Déterminer P(P(E)).

Exercice 1.20.
Construire P(2), P(P(2)) et P(P(P(2))). Combien d’éléments contiennent ces ensembles ?

Exercice 1.21.
Soit ’ensemble E = {a,b, ¢, d}. Les écritures suivantes sont-elles correctes ?

1) a € P(E) 2) {b,c} e P(E)
3) @ C P(E) 4) {{a},{d}} Cc P(E)
5) E € P(E) 6) E € P(P(E))

Exercice 1.22.
Si un ensemble E a n éléments, alors U'ensemble P(E) de ses parties a 2™ éléments. Vérifier ce théoréme dans
les cas particuliers ot n prend les valeurs 0,1,2,3 ou 4.

Exercice 1.23.
Démontrer le théoréme cité dans ’exercice précédent.

Exercice 1.24.
Prouver le théoréme 1.6.

Exercice 1.25.
Soit les ensembles A = {1} et B = {a}. Construire les ensembles AU B, P(AU B) et P(P(AU B)).

1.10.3 Intersection et réunion

Exercice 1.26.
On donne deux parties A et B de l’ensemble N des entiers naturels. Déterminer (en compréhension et en
extension) AN B et AU B dans chacun des cas suivants

1. A={x eN|3 <z <9} et B={x e N|z>5}
2. A = {z € N|z est divisible par 3} et B = {z € N|z est divisible pard}
3. A = {z € N|z est premier} et B = {x € N|x est pair}
4. A={z eN|§ eN} et B= {2z ecN|{5 N}
5. A={z eNjz<7}et B={x Nz >7}
Exercice 1.27.

Dans I'ensemble N des entiers naturels, on considére le sous-ensemble P des nombres pairs et le sous-ensemble
I des nombres impairs. Déterminer

1) PNI 2) PUT 3) CnP
4) CnI 5 ChPUIT 6) Cn(P N 1)
7) CNP N ENI 8) ENPU BNI

Exercice 1.28.
Soit ’ensemble E = {a, b, c,d, e} et deux parties de cet ensemble A = {a,c,d} et B = {a,d}. Trouver toutes les
parties X de F telles que AN X = B.

Exercice 1.29.
Soit 'ensemble F = {a,b,c,d, e} et deux parties de cet ensemble A = {a,c} et B = {a,b,c,e}. Trouver toutes
les parties X de E telles que AU X = B.

Exercice 1.30.

Soit A ={x € Z|x <7} et B={z € N|4 <z <9}. Déterminer en compréhension
1) AnB 2) AUB 3) Cz(ANB)
4) BzA U CzB 5) Ez(A U B) 6) CzA n BzB
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Exercice 1.31.
Soit I'ensemble F = {z € Njz < 10} et deux parties de cet ensemble A = {a € E|z est un multiple de 3} et
B = {z € E|z est un diviseur de 24}. Déterminer en extension
1) ANB 9) AUB 3)
) AUB 5)AUB 6)

N B
NB

Exercice 1.32.
Démontrer le théoréme 1.9 sur la distributivité de 'intersection et de la réunion.

Exercice 1.33.
Dans un collége, les cours de langues a option comprennent ’anglais, le latin et 'italien. Parmi les 500 éléves
de ce collége, 360 étudient au moins ’anglais, 230 au moins le latin et 125 au moins 'italien. D’autre part, 160
éléves étudient au moins I'anglais et le latin, 85 au moins ’anglais et I'italien et 45 au moins le latin et l'italien.
Enfin, 20 éléves apprennent les trois langues.

Déterminer le nombre d’éléves qui étudient uniquement ’anglais, ou uniquement le latin, ou uniquement
I’italien, ainsi que le nombre de ceux qui n’étudient aucune de ces trois langues.

Exercice 1.34.
Soit A, B et C trois parties d’un ensemble F, telles que AN BNC # &. Représenter par un diagramme de Venn
les sous-ensembles de E suivants. L

1.(ANnB)U(BNC)U(CNA) 2.AUBUC

3.AnNBNnC 4. AN(BUC)

5. AN (BUC) 6. (ANB)U(ANB)U(ANO)

7.(ANBNC)U(ANBNC) 8 AN[(BNC)uU(BnNO)]

1.10.4 Complémentaires

Exercice 1.35.
Soit ’ensemble F = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Définir en extension le complémentaire dans E de chacune des
parties de F suivantes. [llustrer par un diagramme de Venn.

1. A= {x € E|z est un multiple de 3}

2. B = {z € E|z est un nombre premier}

3. C = {z € E|z est divisible par 2 ou par 3}

4. D = {z € E|z est un diviseur de 24}

Exercice 1.36.
Définir en compréhension et en extension, le complémentaire dans Z de chacun des sous-ensembles de Z suivants.

1) A={z € Z|z > -3} Q)B={zc€Z|-5<x<T}
3) C = {er\|x|<3} 4) D ={x € Z| |z| > 5}
5) E={z ezl ez} 6) F={xcZz>+1=0}
G —{xGZ\l—er} 8) H = {x € Z|z? € N*}

Exercice 1.37.
Soit A et B deux parties d’un ensemble E. Démontrer 1’équivalence

(ACB)& (CEB C [:EA)

Exercice 1.38.
Soit A et B deux parties d’un ensemble E. Démontrer 1’équivalence

(A=B) < (CgA=CgB),
en utilisant le résultat de I’exercice précédent.

Exercice 1.39.

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble E. Simplifier les écritures suivantes
1.An(AUB) 2. AU(ANDB)

3. (ANB)U(ANB) 4. (ANB)U(ANB)U(ANB)
5. [AU(ANB)NB 6.(AUuB)N(AUB)
7.ANBN(BUC) 8. (AUB)N(AUC)N(BNCQO)

9. (AUB)N(ANC) 10. (AnB)Nn(AnC)nC

Exercice 1.40.
Prouver les lois de Morgan, i. e. les propriétés 1.10.
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1.10.5 Divers

Exercice 1.41.
Soit I’ensemble E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Trouver une partition de E comprenant quatre parties A, B, C' et
D, telles que AUB =1{0,1,3,5}, AUC ={1,2,3,4,8} et DNE = {6,7,9}.

Exercice 1.42.
Soit A et B deux parties non vides d’un ensemble F, telles que AN B # &. Indiquer une partition de E en
quatre parties.

Exercice 1.43.
Soit A, B et C trois parties non vides d’un ensemble F, telles que AN BN C # &. Indiquer une partition de E
comprenant huit éléments.
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Chapitre 2

Relations

Le sens commun du terme relation implique un lien entre deux ou plusieurs objets. On considére que I'on
a fait un grand bond en avant dans l'effort de clarification des mathématiques lorsque, en 1921, un certain
Kuratowski s’appuyant sur une approche de Wiener de 1914, s’apercut que ’on pouvait réduire la notion de
relation & une construction sur les ensembles.

Le point de départ réside dans le théoréme suivant, qui permet de construire des ensembles a partir de deux
éléments, dans lesquels I'ordre est important, contrairement aux paires.

Théoréme 2.1 }

Soit a,x € A et y,b € B. Alors on a

{{a}. {z.9}) = ({a}. {a.0}} & {”“” .
y =0

Preuve.
La réciproque est claire, montrons I'implication directe. Procédons par étapes selon que a = b ou que a # b.
1" cas : a=b. On a alors
{{a},{a,b}} = {{a},{a,a}} = {{a}, {a}} = {{a}},
par la définition du singleton. Ainsi, puisque {{a}} est égal a {{z}, {z,y}}, il faut que
{z} ={a} et {a}={=z,y}.

Soit

Ainsi, nous avons montré que

2¢ cas : a # b. Supposons
{Ha}{a,b}} = {{=},{=,y}}.
On exclut le cas {a} = {z,y}, car il revient au cas précédent. On a alors

{a} = {z}.

Ainsi, £ = a. On obtient alors

{{a}, {a,b}} = {{a}, {a,u}}.

D’ou
{a,b} = {a,y},
soit
b=y.
Ainsi

a ==x
b =u.
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2.1 Couples, n-uplets et produits cartésiens

Afin d’alléger la notation, on définit

Définition 1 (couple)}
Soit a € A et b € B. On définit le couple (a,b) par la paire {{a}, {a,b}}. Ainsi (a,b) € P(P(AU B)). ]

Remarque 1

Ainsi le théoréme 2.1 devient

Les couples, dont le premier élément est dans A et le second élément dans B, sont des éléments de I’ensemble
des parties de ’ensemble des parties de AU B.

Définition 2 (produit cartésien)}

Soit A et B deux ensembles. On appelle produit cartésien de A et B, on note A x B l’ensemble
contenant tous les couples (a,b) ot a € A et b € B.

Ax B={(a,b) e P(P(AUB)) |a€ Aetbe B}.

Comme A x B est inclus dans P(P(AU B)), c’est bien un ensemble.

Notation 1
On note A2 = A x A. ]

/—‘ Exemple 1 N

Soit A = {a,b} et B ={1,2,3}, on a alors
A x B = {(a,1); (a,2); (a,3); (b, 1); (b, 2); (b, 3)}

et
Bx A= {(170')5 (2,&); (Sva); (Lb); (2’ b)§ (3v b)}

On constate, dans cet exemple que A x B # B x A.

Remarque 2
En général : A x B # B x A. ]

Remarque 3
Pour tout ensemble Aona: @ xA=Ax 2 =a. ]

Définition 3 (triplet)}

Soit @ € A, b € B et c € C. On définit le triplet (a,b, c) par le couple

(a,b,c) = ((a,b),c).
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r—[ Théoréme 2.2 } <
Soit a,x € A, b,y € Bet ¢c,z€ C. On a :

=a
(z,y,2) = (a,b,0) & qy =b
zZ =cC
| J
Preuve.
Supposons (z,y, z) = (a,b, ¢).
On a alors, par définition des triplets
(z,9),2) = ((a,), ).
Par le théoréme sur 1’égalité des couples, on a
= (a,b
(29),2) = (@,5),¢) & {(“’) 0
z =c.
On applique & nouveau le théoréme de I’égalité des couples
(2,y) = (a,b) & {’” N
Y b.
Ainsi, nous avons montré que
T =a
(x,y,z)Z(a,b,c)© Y =b
z =c
O
Remarque 4
On a (a,b,c) e AxBxC=(AxB)xC. ]

,—‘ Remarque 5 \

On définit de méme les n-uplets
(a1,a2,...,an-1,a,) = ((a1,02,...,a0n-1),ay)
comme les éléments de
Ay X Agx - X Ap = (A1 X Ag X --- X Ap_1) X A,
On montre que deux n-uplets (asl, To, ... ,xn) et (al7 as, ... ,an) sont égaux si et seulement si x; = a;

pour tout ¢ € {1,2,...,n}.

\, J

2.2 Relations

Soit A ={1,4,9,15,24,29,50} et B = {1,2,3,4,5}. Soit R la relation définie par

2Ry < x est un multiple de y.
On a alors
4R1, 4R2, 9R1, 9R3, 15RI1, 15R3, 15R5,
24R1, 24R2, 24R3, 24R4, 50R1, 50R2, 50RS5.

Pour exprimer de maniére plus compacte la relation qui existe entre ces couples de nombres, on met les nombres
en relation sous la forme de couples

(4.1) (42) (9,1 (9.3) (15,1) (153) (15,5)
(24,1) (24,2) (24,3) (24,4) (50,1) (50,2) (50,5).
L’ensemble défini par tous ces couples forme le graphe de la relation R définie ci-dessus.
Cette maniére de définir une relation est trés générale et suffit & prendre en compte tous les types de relations.

Ainsi, de maniére générale, on définit une relation en donnant deux ensembles (pas forcément différents)
entre lesquels on définit la relation désirée en donnant tous les couples d’éléments en relation :
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Définition 4 (relation)}

On appelle relation R de A vers B le triplet (A4, B, G), ou A est I'ensemble de départ (ou source), B
est 'ensemble d’arrivée (ou destination) et G C A x B est le graphe.

Notation 2

Si (a,b) € G, on dit que a est en relation R avec b et on note

aRb.

Remarque 6

On dit que R est une opération interne ou une relation dans I’ensemble A, si I’ensemble de départ est
A x A et I'ensemble d’arrivée est A.
C’est le cas de 'addition des nombres entiers, du produit des nombres entiers, etc.

On représente traditionnellement une relation par deux types de schémas, appelés diagrammes.

Diagramme sagittal Dans un diagramme sagittal, 'ensemble de départ, A, et ’ensemble d’arrivée, B, sont
représentés par des ellipses allongées verticalement. Les éléments de chaque ensemble sont représentés par un
point. Si I’élément a € A est en relation avec 'élément b € B, on trace une fléche qui va de a jusque vers b. On
répéte I'opération pour tous les couples du graphe G.

Le diagramme sagittal de la relation donnée dans l’exemple de I'introduction est représenté dans la figure
Fig.-2.1.

FIGURE 2.1 — Diagramme sagittal de la relation donnée en exemple.

Déja sur cet exemple, on peut constater que losrque le nombre de liens qui lient les deux ensembles devient
grand, le diagramme sagittal n’est plus trés bien adapté pour représenter la relation. Le nombre de fléches
devient alors grand et la lecture du diagramme est pénible.

Diagramme cartésien Le diagramme cartésien d’une relation se construit en tracant un axe horizontal, sur
lequel on note les éléments de ’ensemble de départ, que coupe un axe vertical, et sur lequel on note les éléments
de 'ensemble d’arrivée. On trace ensuite un réseau de lignes verticales et horizontales & partir de chaque élément.
Si un élément a € A est en relation avec un élément b € B, donc si (a,b) € G, alors on dessine un point a
I'intersection de la verticale issue de a et de I’horizontale issue de b. On réitére 'opération pour tous les couples
du graphe G.

Le diagramme cartésien de la relation donnée dans ’exemple de I'introduction est représenté dans la figure
Fig.-2.2.
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= ot

14915242950A

FIGURE 2.2 — Diagramme cartésien de cette méme relation.

2.3 Relations particuliéres

En vue de caractériser les relations, on met en évidence les propriétés suivantes, présentes dans certaines
relations

f-‘ Définition 5 Y

Soit R = (A, A, G) une relation dans I’ensemble A. On dit que R est

a) réflexive si pour tout z € A : TRx.

b) symétrique si pour tout x,y € A : TRy = yRax.

¢) antisymétrique si pour tout x,y € A : (zRy et yRx) = = = y.
d) transitive si pour tout x,y,z € A : (zRy et yRz) = xR z.

e) conneze (ou totale) si pour tout z,y € A: xRy ou yRu.
.

2.3.1 Relations d’équivalence

Bien souvent, différents éléments d’un ensemble se comporte de la mémes maniére relativement aux autres
éléments. Il en découle que ces différents éléments, bien que distincts, ne se différencient pas par rapport a la
relation. On peut regrouper les éléments qui se comportent de la méme maniére en classes.

Ainsi, deux éléments de la méme classe se comporteront exactement de la méme maniére par rapport a la
relation donnée.

Cette idée de regrouper des éléments semblables est au coeur de la notion d’abstraction.

Abstraire, ¢’est voir ce que différents objets ont en commun. C’est ainsi que la notion de chewval est une
abstraction de tous les chevaux. Quand on parle d’un cheval en général, n’importe quel cheval est concerné. On
parle de tous & la fois. C’est-a-dire tous les mammiféres herbivores, quadrupédes, qui ont des sabots faits d’un
seul ongle, etc.

Cette démarche d’abstraction trouve sa justification mathématique dans la construction des relations d’équi-
valence et des classes d’équivalences.

Définition 6 (relation d’équivalence)}

Une relation R = (A, A, G) est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive
(rst).

Exemple 2

Le parallélisme dans I’ensemble D des droites du plan est une relation d’équivalence. ]

Exemple 3

Soit A = N x N I’ensemble des couples d’entiers naturels. La relation de A dans A définie par

(m,n)R(p,q) & m+q=n-+p
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L est une relation d’équivalence dans A. J

Définition 7 (classe)}

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble A. On appelle classe d’équivalence de [’élément
a € A, on note [a], 'ensemble des éléments de A équivalents & a

[a] = {z € A | aRz}.

Illustrons le concept de classe par un exemple

,—‘ Exemple 4 N

Soit E = {a,b,c,d,e} et R la relation dans E définie par le graphe

G = {(a7 a)? (avc)7 (b7 b>7 (b, d)? (b7 e>7 (C, a)? (07 C)a
(d,b),(d,d), (d,e), (e,b), (e, d), (e, 6)}

et dont le diagramme cartésien prend la forme suivante
e

d

a p ¢ 4 € F
On reconnait visuellement, dans la représentation graphique, qu’il y a deux groupes d’éléments qui
sont en relation de la méme fagon, qui ont des points & la méme hauteur.

On vérifie sans peine que R est une relation d’équivalence, car elle est réflexive, symétrique et
transitive. On constate de plus que

aRec et bRd et bRe

On a alors les classes d’équivalence
[a] ={a,c}
et
[b] = {b,d,e}.
Le diagramme cartésien de la relation sur les classes d’équivalence devient ainsi
7 [o]
R

[a]

B}
=
A

Théoréme 2.3 }

Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E et {a,b} C E. Si a /Rb alors les classes
d’équivalence [a] et [b] sont disjointes

Preuve.
Procédons par le tiers exclus. Soit R une relation dans un ensemble E et {a,b} C E tels que
a Rb.
Supposons qu'il existe ¢ € [a] N [b]. On a alors

aRc et bRe.
Par symétrie de R on a ¢Rb. Par la transitivité de R

aRb,

©Guglielmo Pasa 40



2.3. RELATIONS PARTICULIERES CHAPITRE 2. RELATIONS

ce qui contredit ’hypothése de départ. Donc la supposition est fausse et

[a] N [b] = 2.
O
Ainsi
Théoréme 2.4 }
Si deux classes ont un élément en commun, ces deux classes sont égales. ]

De plus, comme tous les éléments de A appartiennent & une classe, la réunion de toutes les classes d’équivalence
redonne A.
Enfin, si A # @, il existe au moins une classe. On a donc le théoréme suivant

Théoréme 2.5 }

L’ensemble des classes d’équivalences d’une relation d’équivalence dans un ensemble A forme une
partition de A.

Exemple 5

Dans 'exemple précédent, ’ensemble des classes d’équivalences de R dans E est

P = {[a]7 [b]} = {{0” C}7 {b7 dve}}'

On constate que c¢’est bien une partition de E.

Définition 8 (ensemble quotient)}

Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence définie sur E. L’ensemble des classes d’équivalences
de F défini par R, noté % est I’ensemble quotient de R dans F.

Dans ’exemple précédent, ’ensemble quotient est

Exemple 7

Le parallélisme dans D détermine dans D une partition en familles de droites paralléles entre elles. Si
d est une droite du plan, alors la classe d’équivalence de d dans ID est une direction du plan

Ag={d eD|d|d.

}
J
|

2.3.2 Relations d’ordre

On peut ordonner les éléments d’un ensemble A par une relation R, si cette relation est telle que les divers
éléments a € A sont en relation avec un nombre différent d’éléments de A. On peut alors classer les éléments
de A, de ceux qui sont en relation avec le moins d’éléments de A, de ceux qui sont en relation avec le plus
d’éléments de A.

Par exemple, considérons la relations R dans A = {1,2,3,4} définie par le graphe G = {(1,1), (1,4), (2,1),
(2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3.3), (3,4), (4,4)}.

Cette relation est telle que I’élément 4 est celui qui est en relation avec le moins d’éléments, ensuite viennent
par ordre de mise en relation croissante : 1,3,2. Ainsi, grace a la relation R on peut ordonner les éléments de A
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1 2 3 4 A

FIGURE 2.3 — Diagramme cartésien de la relation d’ordre du texte.

dans 'ordre

4,1,3,2.

De plus, la relation R a la propriété intéressante suivante que si un élément a a moins de liaisons qu'un autre
élément b, et que cet élément b a moins de liaisons qu’un troisiéme élément c, alors I’élément a a moins de
liaisons que ’élément c. Si on écrit < au lieu de R, on a

4<4,4<1,4<3, 4<2,
1<1,1<3,1<2,
3<3,3<2,

2<2

4 1 3 2 A

FIGURE 2.4 — Diagramme cartésien de la relation d’ordre du texte avec les éléments ordonnés.

De maniére générale, on appelle relation d’ordre une relation définie par

Définition 9 (relation d’ordre)}

Une relation R = (A, A, G) est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive
(rat).

Définition 10 (ordre total)}

Une relation d’ordre est dite totale si elle est connexe. J

La relation d’ordre de I’exemple est une relation d’ordre totale. Cela signifie que I’on peut prendre deux éléments
quelconques de ’ensemble, on peut toujours les comparer et dire lequel est le plus grand.
Nous donnons encore la définition suivante

Définition 11 (ordre strict)}

On dit qu’une relation R est une relation d’ordre strict si elle est antisymétrique, transitive et conneze. ]

La relation d’ordre de l'exemple n’est pas une relation d’ordre strict, car c’est une relation d’ordre, au sens
général, et donc elle est réflexive. Si elle est réflexive, elle n’est pas stricte.

Ainsi, malgré son nom, une relation d’ordre strict n’est pas une relation d’ordre.
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2.4 Ce qu’il faut connaitre

Quelle est la différence entre un couple et une paire 7

Définition du produit cartésien de deux ensembles.

La définition de la relation.

Définition d’une relation réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive, totale ou connexe.
Définition de la relation d’équivalence et des classes d’équivalences.

A T ol

Définition de la relation d’ordre et d’ordre totale.

2.5 Exercices

Exercice 2.1.
Soit les ensembles A = {1,2,3,4} et B = {1,2,3}. Déterminer les ensembles A x B, B x A et B x B.

Exercice 2.2.
Soit I’ensemble E = {1,2,3,4} et ses deux parties A = {1,2,3} et B = {3,4}. Déterminer
1) EExE(AXB) 2) BEAXEEB 3) DEAXB 4)A><CEB

Exercice 2.3.
Soit les ensembles A = {a,b,c}, B = {a,b} et C' = {a,d}. Déterminer
1) Ax A 2) Ax B 3) (AxB)xC
4) Bx(CxC) b5)Ax(BNC) 6)(AxB)N(AxC)

Exercice 2.4.
Soit R la relation de I’ensemble A = {w, z,y, z} vers 'ensemble B = {0,1,2,3} déterminée par son graphe G.
Donner, dans chacun des cas suivants le diagramme sagittal et le diagramme cartésien de cette relation.

L. G= {(.%‘, 1)’ (y,O), (ya 2)7 (Z>O>}
2. G={(z,0), (1), (x,2),(z,3)}

3. G={(w,0), (w,1),(x,1),(x,2), (y,2), (y,3), (2, 1)}

Exercice 2.5.
Démontrer que le produit cartésien est distributif relativement aux opérations d’intersection et de réunion des
ensembles.

Exercice 2.6.
Montrer que l'intersection et la réunion ne sont pas distributives relativement au produit cartésien.

Exercice 2.7.
Soit la relation R de 'ensemble A = {—1,0,1,2, 3} vers 'ensemble B = {—3,0, 1,4}, définie par

2Ry < (y est le carré de x )

Donner son graphe, son diagramme sagittal et son diagramme cartésien.

Exercice 2.8.
Soit les ensembles A = {1,2,3} et B = {x,y}. Donner le diagramme sagittal et le diagramme cartésien de la
relation de A vers B dont le graphe est ’ensemble A x B.

Exercice 2.9.
Dans lensemble E = {0, 1,2, 3,4, 8} on définit la relation R par

2Ry < (il existe a € E tel que z = a¥ ).
Donner son graphe, son diagramme sagittal et son diagramme cartésien.

Exercice 2.10.
Dans l'ensemble E = {a, b, ¢}, on définit une relation R par son graphe G = {(a, b), (b, c), (b, a), (¢,b)}. Construire
son diagramme sagittal et son diagramme cartésien. Indiquer les propriétés de cette relation.

Exercice 2.11.
Indiquer les propriétés de la relation R définie dans I'ensemble E = {2,3,4,5,6, 8,9,12} par

(zRy) < (x divise y ).
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Exercice 2.12.
Indiquer les propriétés de la relation R définie dans I'ensemble E = {—3,—-2,—1, 0,1, 2,3} par

2

(2Ry) & (2* =y*).

Exercice 2.13.
Indiquer les propriétés de la relation R définie dans 'ensemble F = {0,1,2,3,4} par

(zRy) & ( x + y est pair ).

Exercice 2.14.
Indiquer les propriétés de la relation R définie dans ensemble E = {1,2,3,4,5, 6} par

(Ry) & (z—y=1).

Exercice 2.15.
Indiquer les propriétés de la relation R définie dans ’ensemble N des entiers naturels par

(zRy) < ( x et y sont premiers entre eux ).

Exercice 2.16.
Indiquer les propriétés de la relation R définie dans 'ensemble N des entiers naturels par

(2Ry) & (x+y=15).
Construire le diagramme cartésien de cette relation.

Exercice 2.17.
Dans ’ensemble P(F) des parties de 'ensemble F = {1, 2}, on définit la relation R par

(ARB) < (ACB).
Donner le graphe et indiquer les propriétés de cette relation.

Exercice 2.18.
Dans l'ensemble P(E) des parties de I'ensemble A = {1,2, 3}, on définit la relation R par

(ARB) = (ANB=g).
Donner le diagramme sagittal et indiquer les propriétés de cette relation.

Exercice 2.19.

Soit une relation R définie dans un ensemble E. Ecrire les énoncés suivants en langage symbolique.
1. La relation R n’est pas réflexive. 2. La relation R n’est pas symétrique.
3. La relation R n’est pas antisymétrique. 4. La relation R n’est pas transitive.

Exercice 2.20.
Dans l'ensemble E = {a, b, ¢, d}, définir par son diagramme sagittal et son diagramme cartésien une relation qui
posséde les propriétés mentionnées, dans chacun des cas suivants

1. La relation est réflexive et symétrique.

La relation est réflexive et transitive, mais pas symétrique.
La relation est antisymétrique.

La relation n’est ni symétrique, ni antisymétrique.

La relation est réflexive, symétrique et transitive.

S Gk N

La relation est antisymétrique et transitive, mais elle n’est ni réflexive, ni symétrique.

2.5.1 Relations d’équivalence

Exercice 2.21.
Dans lensemble E = {a, b, ¢, d}, on définit la relation R par son graphe

G ={(a,a),(a,c), (b,b), (b,d),(c,a),(c,c),(d,b),(d,d)}.

Vérifier que R est une relation d’équivalence et indiquer les classes d’équivalences.
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Exercice 2.22.
Dans lensemble E = {z € N|1 < z < 15}, on définit la relation R par

(zRy) < ( x a le méme nombre de diviseurs que y ).
Vérifier que R est une relation d’équivalence et écrire les classes d’équivalences.

Exercice 2.23.
Montrer que la relation définie dans N x N par

(a,D)R(z,y) < (a+y=x+Db).

est une relation d’équivalence.

Les classes d’équivalences de la forme (a,0) sont appelés nombres positifs et sont notés +a. Les classes
d’équivalences de (0, a) sont appelés nombres négatifs et sont notés —a. Un élément du type (a,b) représente la
différence de a par b, a — b.

Exercice 2.24.
Soit l'ensemble F = {z € N|0 < z < 11}. Vérifier que les sous-ensembles suivants constituent une partition de
E
Ay ={9}, Ay ={6,8}, A3 =10,3,4,11}, Ay ={5,10}, A5 ={1,2,7}.
Construire le diagramme cartésien de la relation d’équivalence R induite dans I’ensemble E par cette partition.

Ecrire I'ensemble quotient E/R.

2.5.2 Relations d’ordre

Exercice 2.25.
Dans l'ensemble E = {a,b,c,d, e, f}, on définit la relation R par son graphe G = {(a,b), (a,c), (b,c),(d,e)}.
Vérifier que R est une relation d’ordre strict.

Exercice 2.26.
Dans lensemble E = {a, b, ¢, d}, on définit la relation R par son graphe

G ={(a,a),(a,b),(a,d), (b,b),(c,a),(c,b),(c,c), (c,d),(d,b),(d,d)}.

Vérifier que R est une relation d’ordre total et ordonner I’ensemble E & ’aide de cette relation. Définir et étudier
la relation réciproque R 1.
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Chapitre 3

Opérations

3.1 Les opérations internes

Définition 1 (opération interne)}

Soit E un ensemble. On dit que * est une opération interne dans E si * est une relation de F x E vers
E. L’image de (a,b) € E x E par lopération *, *(a, ), est notée a * b, et est un élément de £

*(a,b) =ax*be E.

Les opérations internes dans un ensemble F sont caractérisées par les propriétés suivantes. Certaines n’en
ont aucune, d’autres en ont plusieurs.

En termes ensemblistes, la relation * est alors un triplet de la forme x = (E x E, E, G), ou le graphe est une
partie du produit cartésien (E x E) x E, dont les éléments sont des couples de la forme ((a,b), ¢), avec a,b et ¢
des éléments de F.

Définition 2 (associativité)}

Soit * une opération interne dans E. On dit que * est associative si pour tout {a,b,c} C E on a
(axb)xc=ax*(bxc).

Autrement dit, 'ordre des opérations n’est pas important. Les parenthéses sont alors inutiles.

f-[ Définition 3 (élément neutre)} N\

Soit * une opération interne dans FE.

1. x admet un élément neutre & droite eq € F si pour tout a € E, on a
a*eq = a.
2. x admet un élément neutre a gauche eq € E si pour tout a € E, on a
eq* 0 = a.
3. x admet un élément neutre e € E si e est élément neutre a gauche et & droite

exa=axe=a, Va € FE

Théoréme 3.1 }

Soit une opération * interne dans un ensemble E. Si x posséde un élément neutre & droite ey et un
élément neutre & gauche ey, alors ces éléments neutres sont égaux
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Preuve.
Soit eg4 et eq les éléments neutre & gauche et a droite de I'opération * respectivement, alors

eg *eq = eg

par définition de eg.
Mais, par définition de ey on doit avoir
€g * €q = €.
Ainsi
eg =eg *eq =eq.
O
Dans la plupart des opérations que 'on rencontre dans les ensembles de nombres, I’élément neutre & droite
et I’élément neutre, a gauche coincident. C’est ainsi que zéro est élément neutre de ’addition, & droite et a
gauche et que 'unité 1 est élément neutre de la multiplication a droite et & gauche également.

f—[ Définition 4 (élément symétrique)} N

Soit * une opération interne dans F.

1. Un élément a de E a un symétrique a droite a/;, si
r_
a*a; =eq.
2. Un élément a de E a un symétrique a gauche ay, si
/ * _
Ay *a=eg.

3. L’élément o’ € E est le symétrique d'un élément a € F, §’il est son symétrique & droite et a
gauche.

Autrement dit, si 'on compose un élément avec son symétrique, on obtient 1’élément neutre.

Théoréme 3.2 }

Soit * une opération dans un ensemble F. Si ’opération * est associative et admet un élément neutre
e (a droite et a gauche), alors I’élément symétrique a gauche et 1’élément symétrique a droite d’un
élément sont égaux.

Preuve.
Soit a € E et ag et ag ses symétriques & gauche et & droite respectivement.
On a alors
ag*xa=e
en composant par agq a droite
(ag xa)*xaqg =e*xaq
par associativité
ag*x(axaq) =exag & agrxe=-e*aq

et par définition de 1’élément neutre
ag = aq.

Définition 5 (élément absorbant)}

Soit * une opération interne dans E. o € E est un élément absorbant & droite (ou a gauche), si pour
tout @ € E on a
axo=o0 (ouoxa=o).

On dit que o est absorbant, s’il est absorbant & droite et a gauche.

Proposition 3.3 }

Soit un ensemble F muni d’une opération interne x associative et soit o € E un élément absorbant &
droite. Alors o est aussi un élément absorbant & gauche.
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\ J
Preuve.
Soit 0 € E un élément absorbant & droite et soit a € E. On a
a*xo=o0
En composant a droite par a, on a
(axo)*a=o0%*a
par associativité de %
ax(oxa)=oxa
soit
O=a*x0=o0*a
ce qui montre que o est également absorbant a gauche.
O
Proposition 3.4 }
Soit un ensemble F non vide et non réduite a un singleton, muni d’une opération interne *. Soit e € E
un élément neutre et o € E un élément absorbant, alors
e # o.
Propriété 3.5 }
Soit * une opération interne d’un ensemble F. Si o € E est absorbant dans F, alors il n’a pas de
symétrique.
Preuve.
En effet, en supposant que e € E soit un élément neutre de 1'opération *, si 0 € E avait un symétrique o’ € E on
devrait avoir
oxo =e.
Or o est absorbant, donc o * 0o’ = o, pour tout o’ € E. Enfin, o # e, car un élément neutre ne peut pas étre absorbant,
si E contient d’autres éléments que e. On en conclut que o n’a pas de symétrique.
O

Définition 6 (commutativité)}

Soit * une opération interne dans E. L’opération * est commutative si, pour tout {a,b} C E on a

a*xb=>bxa.

Clairement, si 'opération est commutative, I’élément neutre & gauche est aussi I’élément neutre & droite et le
symétrique & gauche est aussi symétrique a droite.

Dans les section suivantes, nous allons nous intéresser a quelques cas particuliers ot une opération * dans un
ensemble E posséde un certain nombre des ces propriétés. L’assemblage d’une ou plusieurs opérations avec un
ensemble F, noté entre parenthéses, (E,*) ou (E,*, L) constitue une structure. Les structures les plus souvent
rencontrées en mathématique sont

Dans

A I A

le groupe.
I’anneau.

le corps.

le module.
I’espace vectoriel.

I’algébre.

les prochaines section, nous parlerons des groupes, des anneaux et des corps, qui concernent directement

le développement du calcul algébrique.
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3.2 La structure de groupe

La structure de groupe est une des structures les plus importantes de toutes les sciences techniques, a tel
point qu’elle a donné lieu & la création d’une branche entiére des mathématiques, la théorie des groupes.

L’importance de la théorie des groupes, réside dans le fait qu’elle permet, trés souvent, de simplifier énor-
mément les problémes avant de procéder a des calculs. Grace a elle, on peut utiliser les symétries inhérentes a
un probléme pour développer une stratégie de résolution.

Sans entrer dans le détail de la théorie des groupes, nous nous contenterons de brosser un portrait descriptif
des groupes, de fixer certains éléments de vocabulaire et d’extraire les propriétés les plus importantes des
groupes.

L’intérét de cette étude est de constater que plusieurs opérations mathématiques se trouvent former une
structure de groupe dans certains ensembles. Le fait de savoir qu’il s’agit de groupe, nous permet d’éviter de
tout redémontrer a chaque fois. En effet, si ce sont des groupes, alors toutes les propriétés des groupes sont
automatiquement adoptées par ces structures.

,—[ Définition 7 (groupe)} N

Soit E un ensemble et * une opération. On dit que la structure (F, %) est un groupe si
1. x est une opération interne dans F.
2. x est associative dans F.

3. il existe une élément e € E qui est neutre & droite pour 'opération * : a ¥ e = a pour tout
ac FE.

4. Pour tout a € F, il existe un o’ € E, le symétrique a droite de a tel que a * a’ = e.

De plus, si I'opération * est commutative a x b = b x a pour tout {a,b} C E, alors le groupe est dit
L abélien.

Théoréme 3.6 (unicité des images)}

Soit (E,*) un groupe, ¢ € E, et {a,b} € E. Alors

axc=bxc < a=0">.

Preuve.
1. Montrons I'implication directe et supposons que
axc=bxc
en composant & droite par ¢’ le symétrique de ¢, on obtient
(axc)xc = (bxc)*c

et par associativité
ax(cxc)=bx(cxc)

or c* ¢’ = e, par définition du symétrique
axe=>bxe

et par définition de 1’élément neutre & droite
a=>b.

2. L’implication réciproque est évidente, par définition de la compatibilité des opérations avec 1’égalité.
O

Une conséquence directe de ce théoréme est que deux éléments différents de E auront des images différentes
par composition avec un méme élément

Théoréme 3.7 }

Soit ¢ € F et {a,b} C E, alors
a#b = axc#bxc

Preuve.
Ce résultat est la contraposée de I'implication directe du théoréme précédent.

©Guglielmo Pasa 50



3.2. LA STRUCTURE DE GROUPE CHAPITRE 3. OPERATIONS

Ces deux théorémes montrent que dans la table de multiplication de (E,x), chaque élément ne peut étre
présent qu'une seule fois dans chaque colonne de la table.

Dans un groupe, un symétrique a droite ou a gauche est forcément un symétrique des deux cotés et est
unique.

Théoréme 3.8 }

Soit (F,#) un groupe. Si un élément a’ est élément symétrique a droite d’un élément a, alors il est
aussi élément symétrique a gauche de a.

Preuve.
Pour tout a € E, il existe un ag € E symétrique de a & droite, et on a
a*xag=eq
et, par composition avec ay & gauche
aq * (a*aq) = aq * eq.
Ainsi
aqg *a*aqg = aq
que 'on peut écrire
(ag *a) *aqg = aq
ce qui montre que a4 * a est un élément neutre a gauche de * (en composant a droite par le symétrique a& a droite de
aq) et donc
aq*a =eg
Finalement, on peut affirmer que a4 est un symétrique a gauche de a.
L’unicité vient du théoréme sur 'unicité des images.

O
Théoréme 3.9 }
Soit a € F et (E,*) un groupe. Alors le symétrique du symétrique de a est a lui-méme
(") = a.
Preuve.
Soit a € E et a/ son symétrique. On a alors
a*xa =e
ol e est 1’élément neutre de (E, x). Il découle de cette égalité que a est le symétrique de a’, car leur composition donne
I’élément neutre. Ainsi
a=(a).
O

Dans un groupe, I’élément neutre & droite ou & gauche est forcément élément neutre des deux cotés et est
unique.

Théoréme 3.10 }

Soit (E,*) un groupe. Si un élément e est élément neutre a droite, alors il est aussi élément neutre a
gauche.

Preuve.

Soit e4 1’élément neutre a droite dans (E, *). Par définition de 1’élément neutre a droite on peut alors écrire, pour un
a € E quelconque
a=a*eq.

Or eq = a*a’ = a’ *a, car le symétrique & droite est aussi un symétrique a gauche. On a ainsi, par associativité
a=axeg=ax(a *xa)=(axa)xa=eg*a
donc eq4 est élément neutre & gauche également.

O
Dans un groupe, tout élément a peut avoir comme image un b quelconque de E par composition avec un
élément ¢ de E bien choisi
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Théoréme 3.11

Soit (E,*) un groupe et a € E. Pour tout b € E, il existe un unique ¢ € E tel que

a*xc=b.

Preuve.
Soit {a,b} C E. En composant a par son symétrique a’ on a

/
axa =e

et en composant par b on obtient
axa' xb=exb=0>b

ainsi en posant ¢ = a’ * b on a bien
axc=b.

Cet élément c est unique par unicité des images.

O
Ce théoréme compléte les théorémes d’unicité des images, et montre que dans chaque ligne de la table de
l'opération %, chaque élément de E est présent exactement une seule fois.

Exercice 3.1.
Indiquer parmis les structures suivantes lesquelles sont des groupes, le cas échéant donner I’élément neutre et
dire si ce sont des groupes abéliens. Construire la table de 'opération

1. L’ensemble A = {—1,+1}, munis de la multiplication des entiers relatifs.
2. B={-1,0,+1} munis de la multiplication des entiers relatifs.

3. L’ensemble C' des rotations qui laissent invariants les triangles équilatéraux, muni de la composition des
opérations.

4. L’ensemble D des symétries du triangle équilatéral (6 éléments), muni de la composition des opérations.
5. E ={0,1} muni de 'addition des entiers relatifs.
6. F={-1,0,+1} muni de addition des entiers relatifs.

3.3 La structure d’anneau

La structure suivante est construites a partir de la structure de groupe, & I’aide d’une deuxiéme opération.

/—‘ Définition 8 \

On dit que la structure (A, x,0) est un anneau si

1. (A, %) est un groupe abélien.

2. o est une opération interne dans A.
3. o est associative dans A.

4. o admet un élément neutre 1 dans A.
5

. o est distributive sur *
ao(bxc)=(aob)*(aoc).

Si, de plus, o est commutative, on dit que I’anneau est commutatif.
.

Exercice 3.2.
Dire si les structures suivantes sont des anneaux. Si oui, sont-t-ils commutatifs 7

(N4,
Z,+,-)
{-1,0,+1},+,)
Q +,)

G W e

3.4 La structure de corps
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f-‘ Définition 9 Y

On dit que la structure (K, *,0) est un corps si

1. (K, ) est un groupe abélien.
2. (K*,0) est un groupe (ou K* = K — {e}, et e est ’élément neutre de x).

3. o est distributive sur *
ao(bxc)=(aob)*(aoc).

Si, de plus, o est commutative, on dit que le corps est commutatif.
\

Exercice 3.3.
Dire si les structures suivantes sont des corps. Si oui, sont-t-ils commutatifs ?

1. (N, +,4)
2. (Z,+,")
3.
4
5

3.5 *Autres structures

En géométrie, en algébre avancée et en analyse notamment, on rencontre encore d’autres structures qui
s’appuient sur les structures déja donnée précédemment.

La structure algébrique de base est formée par les modules. Il s’agit d’'un ensemble d’objets quelconques
que 'on peut additionner entre eux (opération interne, la somme de deux objets donne encore un objet) et
multiplier par des nombres (opération externe ou action, le produit d’un objet par un nombre donne un objet).
Dans tous les cas, ’ensemble des objet forme un groupe avec son opération d’addition. Selon que I'ensemble de
nombre considéré est un anneau ou un corps, on obtient un module ou un espace vectoriel.

Si 'ensemble des objets forme un espace vectoriel et qu’il posséde également une deuxiéme opération (que
l’on nommera une multiplication), alors si les bonnes propriétés sont satisfaites, on peut obtenir une algébre,.

3.5.1 Les modules
,—[ Définition 10 (module)} <

On dit que la structure (M, +,-) est un module sur 'anneau (A, , o) s’il existe une opération externe
(A,m) = X-m de A x M — M et telle que pour tout {a, 8} C A et pour tout {m,n} C M on a

1. (M,+) est un groupe abélien.

2.a-(m+n)=a-m+a-n.
3. (a0 f)-m=a-(8-m).
4. (axfB)-m=a-mx*p-m.
5. e-m=m

,—l Exemple 1 \

L’ensemble des vecteurs M = {7 € Vo|¥ = ai'+ b7, {a, b} C Z}, ou Vet 7'sont deux vecteurs quelconques
du plan, forme un module (M, +, ) sur (Z, +, ). Il s’agit d’un réseau, ou quadrillage régulier du plan.

(M,+) est un groupe abélien. La multiplication de (M,+,-) est la multiplication d’un vecteur
par un scalaire. Enfin (Z,+,-) est un anneau commutatif, car (Z,+) est un groupe abélien et la
multiplication des entiers relatifs non nuls est une opération interne, associative et qui admet un
éléement neutre. (M, +,-) n’est pas un espace vectoriel, car en général les entiers relatifs n’ont pas de

symétrique pour la multiplication des entiers relatifs (a part —1 et +1).
| J

3.5.2 Les espaces vectoriels
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f—[ Définition 11 (espace vectoriel)} N

On dit que la structure (V,+,.) est un module sur le corps (K, *,0) s’il existe une opération externe
(A v) = A de KxV = V et telle que pour tout {«, 8} C K et pour tout {u,v} C V on a

. (V,+) est un groupe abélien.
alu +v) = au + av.

(a0 f)u = afBu).

(a* p)v =av + Pu.

. lv = v, ou 1 est ’élément neutre de K pour o.
. J

SO

3.5.3 Les algébres

f—[ Définition 12 (algébre)} N

On dit que la structure (A, +,-) est une algébre sur le corps (K, *,0) s’il existe une opération externe
(A, v) = Av de K x A — A et telle que pour tout {a, 8} C K et pour tout {u,v} C Aon a

. (A,+,-) est un anneau.
alu+v) = au+ av.
(o B)u = a(Bu).

(a* p)v =av + Pu.

. lv = v, ou 1 est ’élément neutre de K pour o.

SO

3.6 Exercices
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Chapitre 4

Fonctions et Applications

4.1 Fonctions

Certains types de relation ont une trés grande importance dans les sciences, car elles permettent de décrire
les caractéristiques d’un systéme. Par exemple, on peut désirer attribuer un nombre & une caractéristique
particuliére d’un systéme, comme son volume, sa température, sa pression, le prix d’un produit, la concentration

d’une substance dans une autre, etc..

Ce qui donne un sens a cette attribution d’une valeur pour ces grandeurs est que pour un état donné du
systéme ou des choses, il n’existe qu’une valeur possible pour la grandeur en question. On est ainsi naturellement
amené a mettre en relation les différents états possibles du systéme avec un seul nombre, au plus (il peut
effectivement y avoir des états irréalisables, pour lesquels la grandeur désignée n’a pas de sens et n’est associée
a aucun nombre).

Ce type de relation qui donne pour tout élément d’un ensemble une valeur associée (mais pas nécessairement
un nombre) est appelé fonction.

Définition 1 (fonction)}

Soit f = (A, B, G) une relation de A vers B et de graphe G. Si chaque élément de A n’est en relation
qu’avec, au plus, un élément de B, alors on dit que f est une fonction de A vers B.

Notation 1

1. Si f est une fonction de A vers B, on note f: A — B.
2. Si f est une fonction et (z,y) € G, on écrit f(z) =y.

3. Si f est une fonction de A vers B et « € A, on appelle f(z) la valeur de x par la fonction f ou
encore limage de x par la fonction f.

Définition 2

Soit f : A — B. On appelle ensemble image de f I’ensemble de tous les éléments de B qui sont image
d’au moins un élément de A. On le note im(f)

im(f) = {y € B| 3z € 4, y= f(0)}.

Toutes les fonctions sont des relations. Toutes les relations ne sont pas des fonctions.
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4.2 Applications

Définition 3 (Application)}

Si f: A — B est une fonction de A vers B pour laquelle chaque élément de A posséde une image dans
B, alors on dit que f est une application de A vers B.

Les terminologies fonctions ou applications ne font référence qu’au nombre d’images des éléments de 1’en-
semble de départ d’une relation (qui doit obligatoirement ne pas étre plus que 1.) Si une relation est telle qu’un
élément de ’ensemble de départ posséde plus d’une image, alors ce n’est pas une fonction, ni, & fortiori, une
application.

Toute application est une fonction. Une fonction n’est pas nécessairement une application.

Selon la maniére dont sont pris les éléments de I’ensemble d’arrivée, on distingue généralement 3 cas d’im-
portance.

4.2.1 Injection

Une premiére famille d’applications est formée par les applications dans lesquelles chaque élément de ’en-
semble d’arrivée est pris au plus une fois.

Définition 4 (Injection)}

Soit f : A — B une application. Si tout élément de I’ensemble d’arrivée est image d’au plus un élément
de ’ensemble de départ, on dit que f est une injection ou que c’est une application injective.

Supposons que f: A — B est injective, alors dés que deux éléments z; et 2 de A ont la méme image par f, i.
e. f(z1) = f(z2), c’est que forcément z1 = z9, car deux éléments différents ne peuvent pas avoir la méme image
par f selon la définition de l'injection. Ainsi

f est injective < (f(z1) = f(z2) = 1 = 22).

Si f: A — B est une injection, certains éléments de I’ensemble d’arrivée peuvent n’étre I'image d’aucun élément
de 'ensemble de départ. Sa relation réciproque est alors une fonction injective.

4.2.2 Fonction réciproque

L’intérét principal des fonctions injectives est que 'on peut définir une fonction réciproque qui défait, en
quelques sortes, ce que fait la fonction, qui permet de faire le contraire, ou de retourner au point de départ.

En effet, soit f : A — B une fonction injective de A vers B. Chaque élément de B est I'image d’au plus un
élément de A. En prenant un élément b € B, on peut ainsi dire sans ambiguité, de quel élément a € A, b est
I'image b = f(a).

On appelle alors cet élément particulier a € A la préimage ou encore l’image réciprogue de b et on note

a= f~1(b).

La relation réciproque de f est alors également une fonction, on I'appelle la fonction réciproque de la fonction

I
Ainsi, si f : A — B est une fonction injective, il lui correspond une fonction réciproque f~!: B — A de B
vers A qui satisfait

v=f"y) e y=flo).

Remarquons, de plus, que par la définition de b, on a

a=f"(f(a))

et également

©Guglielmo Pasa 56
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Définition 5

On appelle fonction identité la fonction de A vers A définie par

ida(z) =z, Vo € A.

On peut ainsi affirmer que
fﬁlof:idA, et fofilzidB.

4.2.3 Surjection

Définition 6 (Surjection)}

Soit f : A — B une application. Si tout élément de 'ensemble d’arrivée est 'image d’au moins un
élément de I’ensemble de départ, alors on dit que f est une surjection ou une application surjective.

Dans ce cas, plusieurs éléments de ’ensemble de départ peuvent avoir la méme image. Mais chaque élément
de 'ensemble d’arrivée est une image. Il n’y a pas d’élément de I’ensemble d’arrivée qui n’est pas 'image d’un
élément de ’ensemble de départ. Ainsi

[ est surjective < B C im(f).

Si f est une surjection, sa relation réciproque de f n’est pas forcément une fonction. En général, ce n’est qu’une
relation.

4.2.4 Bijection

Déﬁnﬁkn17(bﬁecﬁoni

Soit f : A — B une application. Si tout élément de I’ensemble de départ B est 'image d’exactement
un élément de l’ensemble d’arrivée A, alors on dit que f est une bijection ou encore que c’est une
application bijective.

Dans ce cas, chaque élément de B est 'image d’au moins un élément de A (c’est donc une surjection,) mais
pas de plus (c’est donc une injection.) Ainsi

f est bijective < f est injective et surjective.

Si f: A — B est une bijection, sa relation réciproque est une application bijective.

4.2.5 Composition des applications

Si f:A— Betg: B — C sont deux applications, il est légitime de prendre un élément x € A et d’y
appliquer lapplication f. On obtient alors un élément y = f(z) de B. Comme y est un élément de B, on peut
y appliquer l'application g et obtenir un élément z de C

y=/f(z) et z=g(y) =g(f(2))

On peut alors considérer les deux opérations qui consistent & appliquer successivement, d’abord f et ensuite g
sur un élément x de A, comme une application unique A qui prend un élément x de A et produit ’élément z de

C

ott z = g(f(z)).

On écrit cette application h

et on lit « g rond f ».
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CHAPITRE 4. FONCTIONS ET APPLICATIONS 4.2. APPLICATIONS

,—[ Définition 8 (composition des applications)} \

Soit f : A — Betg: B — C deux applications. On appelle application composée de f et g, 'application
h=go f de A vers C définie par

h:A—=C
z = h(z) = (g0 f)(z) = g(f(2)).

/—‘ Exemple 1 N

Soit les applications f et g dans N définies par f(z) = 22+ 1 et g(x) = 2 — 1. on a alors les applications
composées suivantes

(fof)a)=f(f@) = fl@®+1) = (@* +1)* +1= (" + 227 +1) + 1 = 2" +22° + 2,
(fog)(@)=flg(x)) = flz—1)=(z-1)*+1= (2" ~ 20+ 1) +1=2" - 20 +2,
(9o f)lz) =g(f(2) =g(a® +1) = (2* +1) — 1 =27,
et
(gog)(z)=g(9(z)) =gz -1)=(z—-1)-1=2-2
on remarque que fog# go f.

Remarque 1

En général la composition des applications n’est pas commutative

en général fog#go f.

Remarque 2

fonction réciproque, alors on a

Si f: A — B est une fonction injective de ’ensemble A vers l’ensemble B et f~! : B — A est sa
flof=ida, et fof '=idp.

Théoréme 4.1 }

La composition des applications est associative et admet un élément neutre (I’application identité). ]

Si 'on introduit la notion de groupe

z—‘ Définition 9 \

Un couple (E, *) d’un ensemble E avec une opération interne * dans E tel que * est

1. associative,
2. admette un élément neutre e dans F,
3. tel que tout élément x de F admette un élément symétrique =’ dans F tel que z*xz’ = 2’z = e,

alors on dit que le couple (F, %) forme un groupe.

Si, de plus, * est commutative dans F, alors on dit que le groupe est commutatif ou encore abélien.
. J

On a alors
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Théoréme 4.2 }

Dans I'ensemble F3(E) des applications bijectives dans un ensemble E, la composition des applications
forme un groupe (non abélien).

Remarque 3

Si (F, %) est un groupe, on peut faire un tableau de composition, dans lequel on note le résultat de la
composition de toutes les paires possibles d’éléments de F.

,—l Exemple 2 N

L’ensemble des opérations de symétrie dans un triangle équilatéral forme un groupe relativement
a opération de composition des applications. En cristallographie, on lui donne le nom de groupe
trigonal et le symbole Cs3, dans la notation de Scheenfliess et 3m dans la notation internationale de
Hermann-Mauguin. Il contient 6 éléments.

Ces 6 opérations de symétrie du triangle sont

1. les trois réflexions (ou symétries axiales) par les médiatrices des cotés (qui sont confondues avec
les hauteurs et les bissectrices, dans le cas du triangle équilatéral),

2. les rotations de +120°, de —120° autour du barycentre,

3. l'identité, qui laisse chaque point & sa place.
| J

Exercice 4.1.
Vérifier que ’ensemble Cj, forme bien un groupe. Faire le tableau de composition des opérations de symétrie.

4.3 Ce qu’il faut connaitre

Définition d’une fonction ?

Qu’est-ce qu’une fonction injective, surjective, bijective ?
Quelle est la différence entre une fonction et une application ?
Quels types de fonctions admettent une réciproque ? Pourquoi ?
Définition de la réciproque d’une fonction.

Composition des applications.

N A o

Qu’est-ce qu’un groupe (abélien) ?

4.4 Exercices

Exercice 4.2.

Soit la relation R de I'ensemble A = {w,x,y, z} vers 'ensemble B = {0, 1, 2,3}, déterminée par son graphe G.
Donner dans chacun des cas suivants, le diagramme sagittal et le diagramme cartésien de cette relation ; vérifier
qu’il s’agit d’une fonction et indiquer son domaine de définition

L G={(w1),(y,1)(23)}
2. G= {(wv l)a (SC,O), (ya 3)7 (2»2)}
3. G={(z,1),(2,2)}.

Exercice 4.3.
Pourquoi la réciproque d’une application n’est, en général, qu'une fonction et pas une application ?

Exercice 4.4.

Soit la relation f de l’esnemble A = {1,2,3} vers ’ensemble B = {a, b, ¢,d}, définie par son graphe G. Donner,
dans chacun des cas suivants, le diagramme sagittal et le diagramme cartésien de cette relation; déterminer
s'il s’agit d’une fonction ou d’une application. Ecrire les ensembles im(f), f({1,2}) et f~*({a}) et f~'({c,d}),
lorsque f est une application.
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L G={(10),(2,a),3,0)} 2.G={(1,a),(2,0)}
3. G:{(lva)v(Qaa)} 4. G:{(lvb)a(276)u(3»d)}'

Exercice 4.5.
Soit les ensembles A = {a,b,¢,d}, B ={1,2,3} et C = {w, z,y, z}. Déterminer dans chacun des cas suivants, si
I'application f définie par son graphe G est injective, surjective ou bijective.

1. f: A— Bavec G={(a,1),(b,2),(c,2),(d,3)}

2. f: B—Cavec G={(1,2),(2,w),(3,2)}

3. f: A— Cavec G ={(a,x), (b, 2), (c,w), (d,y)}.

Exercice 4.6.
On définit une application de l'ensemble E = {1,2,3,4} vers lui-méme par son graphe G. Dans chacun des
cas suivants, construire le diagramme sagittal et indiquer les propriétés de I’application f. Ecrire ensuite les
ensembles im(f), f({3,4}), f~H(E), f~1({4}), 1 ({2,4}).

LG ={(1,2),(2:3),(3,4), (4.4} 2. G={(1,1),(2,3),(3,2), (4,4)}

3.G={(1,2),(2,2),(3,2),(4,2)}.

Exercice 4.7.
Soit 'ensemble E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} et application f de N vers F définie, pour tout = de N, par

f(z) est le chiffre des unités du nombre 2.

Déterminer im(f) et indiquer les propriétés de f.
Méme question dans le cas ott f(z) est le chiffre des unités du nombre 3.

Exercice 4.8.
Déterminer toutes les applications de ’ensemble E = {a, b} vers lui-méme.

Exercice 4.9.
Construire le diagramme cartésien et indiquer les propriétés de chacune des applications suivantes.

1) f:Z—>N 2 fiZ—7Z
z+—0 r—=x—1

3) f:Z—N 4) [ Z—-Z
x|zl T -

Exercice 4.10.
Composer deux & deux les fonctions suivantes

forx—xz, friix—1—uxa fg:l"—)%,
fs:ix—=a?, fiize— 2?41

Exercice 4.11.
Calculer fogohlorsque f:x+— 3ax+0b,g:x— —bax —cet h:zw— .

Exercice 4.12.

Montrer que les fonctions suivantes, de Z vers Z, sont injectives en cherchant leur réciproque
1. firx—ax+1 2. fiz—22x-1

. 1 . T

Exercice 4.13.
Pour chacune des fonctions des exercices 4.10 et 4.12, déterminer I’ensemble de départ, pour que ces fonctions
soient des applications.

Exercice 4.14.
Déterminer I’ensemble des opérations de symétrie du rectangle et du carré.

Exercice 4.15.
Montrer que les opérations de symétrie du rectangle forme un groupe. Combien d’éléments ce dernier a-t-il 7
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Chapitre 1

Somme, produit, relation d’ordre

Dans 'appendice IV.A nous avons défini le concept de nombre et les ensembles de nombres correspondants.
Dans ce chapitre nous allons définir des opérations sur les nombres et examiner les propriétés de ces opéra-
tions. Ces opérations ont été définies dans le chapitre précédent. Nous nous concentrerons essentiellement aux
opérations définies sur les nombres réels. Lorsque ces notions sont définies pour les autres types de nombres,
les résultats sont aisément transposables. Il faut toutefois tenir compte des limites dues aux extensions de ces
ensembles (N ne contient pas de nombres négatifs, Z ne contient pas de nombres rationnels, etc.). Nous com-
mengons par rappeler certains résultats sur les ensembles de nombres et les opérations élémentaires définies sur
ces ensembles.

Mais avant tout, nous aurons besoin d’une nouvelle définition

Définition 1 (opération interne)}

Soit F un ensemble. On dit que * est une opération interne dans E si * est une application de E x E

dans F
x: FxFE—F

(a,b) = c = *(a,b) = a *b.

Autrement dit, le résultat de 'opération sur deux éléments de E est encore un élément de E.

Exercice 1.1.

Déterminer ’ensemble E des opérations de symétrie du triangle équilatéral (il y a 6 éléments). Faire la table
de composition de 'opération o de composition des applications pour les opérations de symétrie du triangle.
Est-ce une opération interne dans E 7

Théoréme 1.1 (Compatibilité des opérations avec 1’égalité)

Soit * une opération interne de E. On a alors
a=b=axc=bxc.

On dit que l'opération * est compatible avec 1’égalité.

Preuve.
Soit {a,b} C E, avec a = b. Il découle de I’égalité des couples que 'on a évidemment

(a,c) = (b,c).
Comme * est une application de E X E vers E, tout couple de E X E a exactement une seule image dans . Comme
(a,c) = (b,c), on a clairement
*(a,c) = *(b, c),
car les mémes éléments de ’ensemble de départ pointent sur le méme élément de I’ensemble d’arrivée, ce que ’on peut
encore écrire
axc="bxc.

Ainsi, si

alors
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CHAPITRE 1. OPERATIONS ELEMENTAIRES 1.1. RAPPELS

Remarque 1

Ce théoréme est essentiel dans la résolution des équations, car c’est lui qui autorise & composer les deux
membres d’une égalité par un méme élément et d’obtenir encore une égalité. Pour que ce théoréme
soit vérifié, il suffit que * soit une opération dans FE.

1.1

Rappels sur les ensembles de nombres

Ce qu’il convient de retenir des entiers naturels est contenu dans les points suivants

Il existe un ensemble N = {0,1,2,3,4,...} appelé ensemble des entiers naturels. Cet ensemble contient
I’entier naturel 0 et pour tout entier n € N son successeur immédiat n + 1 s’y trouve également.
L’addition des entiers naturels est une opération interne dans N. La somme de deux entiers naturels est
un entier naturel : c’est le résultat de 'addition des deux entiers naturels.

L’addition des entiers naturels est associative ( (m +n) +k = m + (n + k)), admet 0 comme élément
neutre (0+n=n+0=n) et est commutative ( m +n =n+m).

La multiplication des entiers naturels est une opération interne dans N. Le résultat de la multiplication
de deux entiers est le produit. Le produit de deux entiers naturels est un entier naturel

. La multiplication des entiers naturels est associative ( (mn)k = m(nk)), admet 1 comme élément neutre
(1-n=mn-1=n,) admet 0 comme élément absorbant (0n = n0 = 0) et est commutatif (mn = nm).

La multiplication est distributive relativement a 'addition (m(n + k) = mn + mk).

On convient de toujours effectuer les multiplications avant les additions.

On définit une relation d’ordre dans N. m < n si m = n ou si n est un successeur de m. L’entier naturel
0 est le plus petit entier naturel.

Ce qu’il convient de retenir des entiers relatifs est contenu dans les points suivants

1.2

Il existe un ensemble Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...} appelé ensemble des entiers relatifs. Cet ensemble
contient tous les entiers naturels, ainsi que tous les nombres entiers négatifs.

L’addition des entiers relatifs est une opération interne dans Z. Le résultat de I'addition de deux entiers
relatifs est une somme. La somme de deux entiers relatifs est encore un entier relatif.

L’addition des relatifs est associative ( (m +n) +k = m + (n + k),) admet 0 comme élément neutre (
0+n=n+0=n) et est commutative ( m +n =n+ m.)

Tout entier relatif n posséde un symétrique, —n, relativement a l’addition, appelé son opposé. On a :
n—n=>0.

On note la somme d’un entier positif +m avec un entier négatif —n : m —n. On dit que c’est la différence
de m par n. L’opération — est alors appelée la soustraction. En réalité, soustraire c’est additionner
I'opposé.

La multiplication des entiers relatifs est une opération interne. Le résultat de la multiplication de deux
entiers relatifs est le produit. Le produit de deux entiers relatifs est un entier relatif.

La multiplication est associative ( (mn)k = m(nk)), admet 1 comme élément neutre (1-n=n-1=n),
admet 0 comme élément absorbant (0n = n0 = 0) et est commutatif (mn = nm).

Le produit de deux nombres de méme signe est positif, celui de deux nombres de signe contraire est
négatif.

Le produit est distributif relativement a I’addition (m(n + k) = mn + mk.)

On convient de toujours effectuer les multiplications avant les additions.

On définit une relation d’ordre dans Z par b < a < a—be Z,.

L’ensemble N

L’ensemble des entiers naturels N est défini en extension par

N=1{0,1,2,3,4,5,...}.

On note N* I’ensemble N sans le nombre 0

1.2.1

N*={1,2,3,4,...}.

Ordre des naturels

L’ensemble des entiers naturels est muni naturellement ! d’une relation < qui a les propriétés suivantes

1. Par naturellement, on entend que la structure des entiers naturels, la maniére dont ils sont définis en théorie des ensembles,
contient cette propriété d’ordre.
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1.2. L’ENSEMBLE N CHAPITRE 1. OPERATIONS ELEMENTAIRES
1. Vn eN,
n#0=0<n.

Cela signifie que tout entier naturel différent de 0 est plus grand que 0, ou encore, qu’il n’y a pas d’entier

naturel inférieur a 0.
2. Vn eN,

n<n.

C’est-a-dire que tout entier naturel est inférieur ou égal a lui-méme (c’est la propriété de réflexivité).

3. V{m,n} C N,

m<netn<m=m=n.

Autrement dit si deux entiers naturels sont inférieurs ou égaux I'un a l'autre, alors ils sont égaux (c’est
la propriété d’antisymeétrie).

4. V{m,n,p} C N,

m<netn<p=m<<p.

Autrement dit, si un premier entier est inférieur ou égal & un deuxiéme entier, et que ce deuxiéme entier
est inférieur & une troisiéme entier, alors le premier entier est aussi inférieur au troisiéme entier (c’est la
propriété de transitivité).

5. De plus, V{m,n} C N

m<<noun<m.

c’est-a-dire que si ’on prend deux entiers quelconques, il y en aura toujours un des deux qui sera inférieur
a l'autre (c’est la propriété de connexité).

On dit alors que < est une relation d’ordre total.

.

/—‘ Définition 2 \

Soit {m,n} C N, on introduit les symboles suivants pour dire que

1. m est strictement inférieur a n, on note
m<n<<m<<net m#n.

2. m est supérieur a n, on note
mz2n&nsm.

3. m est strictement supérieur a n, on note

m>n<m>=netms#n.

1.2.2 L’addition

L’addition des entiers naturels 4+ est une application

4+ :NxN—=N
(a,b) = c=a+b.

Le nombre entier ¢ = a + b est la somme de a et b, c’est le résultat de ’addition de a et b. L’addition des entiers
naturels vérifie les propriétés suivantes

1. L’addition des entiers naturels est une opération interne dans N. Cela signifie que la somme de deux

entiers naturels est aussi un entier naturel.

2. L’addition des entiers naturels est associative

m+ (n+p)=(m+n)+p.

3. L’addition des entiers naturels admet 0 € N comme élément neutre

m+0=0+m=m.

4. L’addition des entiers naturels est commutative

m-4+n=n-+m.
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Théoréme 1.2 }

a) Pour tout me N, m <m+1
b) Pour tout n € N, si m € N* alors : n < m + n.

1.2.3 La multiplication

La multiplication des entiers naturels - est une application

- :NxN—=N
(a,b)—c=a-b

Le résultat de la multiplication de a et b, le nombre ¢ = a-b est le produit de a et b. La multiplication des entiers
naturels vérifie les propriétés suivantes

1. La multiplication des entiers naturels est une opération interne dans N. Autrement dit, le produit de
deux entiers naturels est aussi un entier naturel.

2. La multiplication des entiers naturels est associative
m-(n-p)=(m-n)-p.
3. La multiplication des entiers naturels admet 1 € N comme élément neutre
n-l=1-n=n.
4. La multiplication des entiers naturels est commutative

Notation 1

On appelle termes les parties d’'une addition.

On appelle facteurs les parties d’une multiplication.

On appelle somme le résultat de 'addition de deux nombres.

On appelle produit le résultat de la multiplication de deux nombres.

1.2.4 Distributivité
De plus, la multiplication des entiers naturels est distributive sur I’addition des entiers naturels
m-(n+p)=m-n+m-p.
On obtien alors, comme conséquence de ces régles

Théoréme 1.3 }

L’élément neutre 0 de I’addition est absorbant pour la multiplication des entiers naturels

Preuve.
Considérons 1’égalité
(1+0)n=1-n
On a, par la distributivité
1'n+0-n=1-n
Comme 1 est ’élément neutre de la multiplication dans N
n+0-n=n.
Or, il découle du théoréme sur les entiers naturels que si 0 < m, on a : n < n+ m.
Ainsi, si 0 < 0 n, on doit avoir
n+0-n>n,
ce qui contredit la derniére égalité ci-dessus.
On en déduit que 0-n = 0.
O
La plupart des propriétés de la somme et de I’addition des entiers naturels sont encore vérifiées dans les entiers
relatifs. La structure des entiers relatifs étant plus riche que celle des entiers naturels, les preuves des propriétés
restantes seront démontrées dans ce cadre plus vaste, ou elles seront plus simples.
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1.3 L’ensemble 7Z

Comme on le montrera ci-dessous, les entiers naturels ne sont pas suffisants pour résoudre rigoureusement
tous les problémes algébriques. La premiére modification nécessaire est 'introduction des nombres négatifs, ou
plus précisément des nombres avec un signe, qui est traditionnellement soit un +, soit un —.

L’ensemble Z des entiers relatifs est défini en extension par

Z={..,-3,-2,—1,0,+1,+42,+3,+4,...}.

C’est I'ensemble des nombres munis d’un signe et du zéro. On distingue les nombres positifs qui sont munis
du signe +, et les nombres négatifs qui sont munis du signe —. On note Z* ’ensemble Z sans le nombre 0.
L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté

Zy ={0,+1,42,43,+4,...}
et 'ensemble des entiers relatifs négatifs
Z_={0,-1,-2,-3,-4,...}.

Notez la présence du zéro dans chacun de ces ensembles.

1.3.1 L’addition

L’addition des entiers relatifs, notée + 2 est une application

+ 1 ZXZ—Z
(a,b) —c=a+b

qui vérifie les propriétés suivantes
1. L’addition des entiers relatifs est une opération interne dans Z.

2. L’addition des entiers relatifs est associative
m+ (n+p) = (m+n)+p.
3. L’addition des entiers relatifs admet 0 € Z comme élément neutre dans Z
O+n=n+0=n.
4. Tout entier relatif n € Z a un symétrique, noté —n et appelé I’opposé de n, dans Z, tel que
n+(—n)=(-n)+n=0.
5. L’addition des entiers relatifs est commutative

m-+n=n-+m.

Remarque 2

Au vu du fait que I’addition des entiers relatifs est une opération interne dans Z, qu’elle admet un
élément neutre dans Z et que tout élément de Z posséde un symétrique dans Z, on dit alors que (Z, +)
est un groupe.

Comme, de plus, ’addition des entiers relatifs est commutative, on dit que (Z, +) forme un groupe
abélien.

2. Il faudrait en toute rigueur noter +y ’addition des naturels et +7 celle des entiers relatifs, car ce sont deux applications
différentes, qui agissent sur des objets différents. Par abus de notation, il est conventionnel de représenter ces deux opérations par
le méme symbole +, le contexte étant généralement suffisant pour savoir de quelle version de I’addition il s’agit.
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Remarque 3

La soustraction a — b de deux entiers {a,b} C Z n’est rien d’autre que addition de lentier a € Z par
I’opposé de l'entier b € Z

|a—b:a+(—b).|

\,

,—‘ Remarque 4 N

Il est important de ne pas confondre le signe — qui se trouve devant les nombres négatifs, comme —3,
et le signe — qui se trouve devant une lettre et qui représente I’opposé du nombre donné par la lettre.

Ainsi dans Pexpression —a, le signe — nous montre que 1'on a a faire & 'opposé de a. Si a = +3,
cet opposé sera —a = —3, mais si a = —5, alors —a = 45 et on voit bien que malgré le signe — devant
la lettre a, le nombre est positif.

On peut directement déduire une conséquence importante du groupe additif (R, +).

Théoréme 1.4 }

L’élément neutre est unique.

.

,—‘ Remarque 5 N

Preuve.

Pour montrer que 1’élément neutre est unique, on procéde par le tiers exclu. Nous allons montrer 'unicité de 1’élément
neutre de ’addition des entiers relatifs. Cette preuve est valable pour toutes les opérations internes dans une ensemble
E quelconque.

Supposons qu’il existe deux éléments neutres 0 et 0’. On a clairement
0+0 =040
Comme 0 est élément neutre pour 'addition
0'=0+0"
Comme 0’ est aussi élément neutre pour ’addition, par hypothése, on a
0’ =0,

ce qui démontre que 0 et 0’ sont identiques. Donc il ne peut exister qu'un seul élément neutre.

On peut imaginer qu’il existe un élément neutre 0, & gauche et un élément neutre Oq4 a droite, qui sont
différents
a+04 =04+ a = a, avec 04 # 0Og.

Par le méme type de démonstration que dans le cas précédent, on montre que I’on doit obligatoirement
avoir 0y = 0qg.

Théoréme 1.5 }

Dans un groupe (F, %), le symétrique o’ d’un élément a € E est unique.

Preuve.
Nommons e ’élément neutre de * dans E.
axe=exa=a.
Supposons, par I’absurde, qu'un élément a € E ait deux symétriques a’ et a’’, respectivement un symétrique a gauche
et un symétrique & droite. On a alors
axa’ =d xa=e.
Considérons la composition
a xa*xa’ =a xaxa’.
Par associativité de *, on a
(a/ *a)xa” =a’ x(axd")
par définition des symétriques a’ et a’’, on a
exa’ =d xe
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et par définition de 1’élément neutre e
a// — a/
ce qui confirme que I’élément symétrique & gauche et 1’élément symétrique a droite sont identiques.
On a ainsi prouvé que tout élément a € E admet un symétrique unique a’ dans E, si (E, *) forme un groupe (abélien
ou non).

Remarque 6

Il découle de ces deux théorémes que 0 € Z est bien le seul et unique élément neutre pour ’addition
dans Z et que tout élément de Z posséde un seul et unique opposé.

,—‘ Exemple 1 \

Du fait que (Z, +) forme un groupe, on peut résoudre des équations simples. Soit & résoudre ’équation
dans Z ¢

rz+3=0.

La lettre x représente le nombre inconnu qu’il faut trouver. La méthode consiste a isoler la lettre = en
n’utilisant que les régles connues de arithmétique (en occurrence, les régles de 'addition des entiers
relatifs.)

Il faut supprimer le 3 qui accompagne le x. Pour ce fait, on sait que tout élément de Z, ici 3,
posséde un opposé —3 dans Z. Cet opposé, lorsqu’il est composé avec le 3 donne 1’élément neutre 0 de
I’addition dans Z. L’inconnue x est alors isolée.

On utilise alors la compatibilité de I’addition par rapport a ’égalité, pour additionner —3 aux deux
membres de 1’égalité

T+3+(=3)=0+(-3).

On peut utiliser I’associativité de ’addition des entiers relatifs pour obtenir
x4+ (3+(-3)) =0+ (-3).

Comme —3 est I'opposé de 3, on a
x+0=0+(-3).

Finalement, comme 0 est I’élément neutre de 1’addition dans Z, on trouve
r=-3,

qui est la solution cherchée.

a. Cette équation n’a pas de solution dans N. Ceci est da au fait que N a une structure plus pauvre que Z pour

l’addition. En particulier, dans N, les entiers naturels non nuls n’ont pas d’opposé.
. J

Exercice 1.2.
Montrer que si E est ’ensemble des symétries du triangle équilatéral, alors (E, o), ol o est la composition des
applications, est un groupe. Est-il abélien ? Résoudre dans E ’équation

T1 0% = ms,

ot les éléments de E sont rg I'identité (la rotation de 0° autour du centre du triangle), r1 et 75 les rotations de
120° autour du centre du triangle dans le sens des aiguilles d’'une montre et dans le sens opposé respectivement,
my,mo et mg les symétries miroirs laissant respectivement les sommets C, A et B invariants.

1.3.2 La multiplication
La multiplication des entiers relatifs - est une application

L X7 —Z
(a,b)—c=a-b

qui vérifie les propriétés suivantes

1. La multiplication des entiers relatifs est une opération interne dans Z.
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2. La multiplication des entiers relatifs est associative
m-(n-p)=(m-n)-p.
3. La multiplication des entiers relatifs admet +1 € Z comme élément neutre dans Z
(+1) n=n-(+1) =n.
4. La multiplication des entiers relatifs est commutative
m-n=mn-m.
Exercice 1.3.

a) Pourquoi (Z,-) et (Z*,-) ne forment-ils pas des groupes ?
b) Montrer que ({—1,+1},-) forme un groupe abélien.

1.3.3 Distributivité
De plus, la multiplication des entiers relatifs est distributive sur '’addition des entiers relatifs

m-(n+p)=m-n+m-p.

Remarque 7

(Z,+) forme un groupe abélien et bien que (Z*,-) ne forme pas un groupe, Z muni de I’addition
et du produit a des propriétés qui sont résumées dans la structure mathématique d’anneau. On dit
que (Z,+,-) forme un anneau. Comme la multiplication est commutative, on dit que c’est un anneau
commutatif.

On obtient alors, comme conséquence de ces régles

r-[ Théoréme 1.6 } \

1. Pour tout entier a € Z, le produit de a avec 1’élément neutre, 0, de I’addition des entiers
relatifs est 1’élément neutre de 'addition des entiers. On dit que c’est I’élément absorbant de la

multiplication des entiers relatifs

2. Pour tout entier a € Z, le produit de a avec l'opposé de I’élément neutre de la multiplication
donne 'opposé de a

(-l)a=—a
3. Pour tout entier a € Z, 'opposé de 'opposé de a est a lui-méme

—(—a)=a

Preuve.

1. On a les égalités suivantes

(1+0)-a=1-a, par définition de 1’élément neutre 0 de la
somme
l-a+0-a=1-a, par distributivité de la multiplication sur ’ad-
dition
a+0-a=a, par définition de I’élément neutre 1 du produit
(—a)+a+0-a=(—a)+a, parcompatibilité de + par rapport a 1’égalité
04+0-a=0, par associativité et par définition de 'opposé
—a dea
0-a=0, par définition de 1’élément neutre 0 de la
somme.

On a ainsi montré que 0 est bien élément absorbant de la multiplication dans Z.

2. Pour montrer que (—1)a est bien ’opposé de a, il suffit de ’additionner & a pour voir si ’on obtient bien 1’élément
neutre. On a les égalités suivantes
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a+(—1)a= (14 (—1))a, par distributivité de la multiplication sur la

somme
a+(-1)a=0-aq, par définition de I'opposé de 1
a+ (—1)a =0, car 0 est absorbant pour la multiplication.

Ainsi, (—1)a est bien 'opposé —a de a.
3. Comme —(—a) est 'opposé de —a, on a les égalités suivantes
—(—a) + (—=a) =0, par définition de I'opposé
—(=a) +(
—(

—a)+a=0+a, par compatibilité de la somme sur ’égalité
—a)+0=0+a, par définition de 'opposé
(-

a) = a, par définition de I’élément neutre.

O
Afin de mettre en évidence le signe d’'un nombre entier relatif, si a € N est un entier naturel, on notera +a
le nombre entier relatifs correspondant & a et —a son opposé. On montre alors que 'on a

Théoréme 1.7 (régle des signes)}

Si {a,b} C N, on a
(~a) - (~b) = (+a)(+D) =a-b
et
(~a) - (+5) = (+a) - (~) = ~(a-b).

Exercice 1.4.
Etablir ce théoréme & partir du théoréme 1.6 et des propriétés de la somme et du produit.

,—‘ Exemple 2 N

Pour détailler complétement les calculs, on supposera que I'on connait I’addition des entiers positifs
et les régles de calcul. Effectuer les calculs en les décomposant de cette fagon, permet de réviser
efficacement les régles et de mieux les mémoriser.
Comme application simple de ces propriétés, calculons
1.
5—3=(+5)+(-3)
= ((+2) + (+3) + (-3)
(+2) + (+3) + (-3))
=(+2)+0
2.
T—9=(7)+(-9)
= (+7) + (=1)(+9)
= (1) + (C1) (+7) + (+2)
= (+7) + (=) (+7) + (=1)(+2)
==+ +(=7)+(-2)
=0+ (-2)
=-2

1.3.4 La relation d’ordre

Les nombres entiers naturels sont naturellement identifiés aux nombres entiers relatifs positifs N ~ Z, |
tandis que leur opposé est appelé nombre négatif et forment I’ensemble Z_ de sorte que

Z=7_UZ,.

On définit enfin dans Z une relation d’ordre totale, notée <, par
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Définition 3

On dit que m est inférieure & n si n —m € Z4 et on note

m < n.

Ainsi, on a

Z_={neZ|n<0}

et
Zy={n€eZ|0<n}

«—{ Théoréme 1.8 } \

La relation < est une relation d’ordre totale dans Z. C’est-a-dire, pour tout V{m,n,p} C Z
1.

N

est réflexive : n < n
est antisymétrique : (n < m et m <

2.
3. < est transitive : (n <m et m < p) =
4

NN N

est connexe, i. e. on a toujours : n < m ou m < n.

Remarque 8

L’anneau (Z, +, -) muni de la relation d’ordre totale < a une structure d’anneau commutatif totalement
ordonné, noté (Z,+, -, <).

Définition 4 (valeur absolue)}

Soit « un entier relatif. On appelle valeur absolue de x le nombre entier relatif positif

T siz>0
|z| = .
—r siz<O0

,—‘ Exemple 3 N

Soit x = +3. On a z < 0. La définition nous dit alors
|+3|=|z| =2 =+3.
Sixz = —-3. On ax <0 et par définition de la valeur absolue
|—3|=|z| = -z =—(-3) =+3.

Ainsi nous voyons que la valeur absolue change le signe des nombres négatifs.
| J

1.4 L’ensemble Q

Pour définir I'ensemble Q des rationnels, on construit le symétrique par rapport & la multiplication % des
éléments ¢ € Z* 3, tels que q% =1.

Dans cette fin, on définit une fraction comme un couple de valeurs (a,b) € Z x Z*, ol a et b sont des entiers
relatifs. L'usage veut que I'on écrive une fraction § au lieu de (a,b).

r:(a,b):%, ola€Z,bel".

3. On verra plus loin la raison du choix b # 0.
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On définit alors une relation d’équivalence des fractions

a ¢
-~ - & (a,b) = (c,d) & ad = cb.

b d

Cette relation d’équivalence permet de former des classes d’équivalence. On appelle nombre rationnel une classe
d’équivalence des fractions. On représente alors un nombre rationnel par une de ses fractions. Dés lors, on ne
distingue pas les fractions équivalentes et si (a,b) ~ (¢, d) on écrit simplement

a c

b d
On a ainsi, grace a cette relation, un critére d’égalité des fractions. Pour vérifier si deux fractions sont égales,
on compare le produit de leurs extrémes avec celui de leur moyen

2l —sad=b-c (critére d’égalité des fractions)

b d

Ainsi, ¢ est la classe d’équivalence de toutes les fractions (c,d) équivalentes & (a,b). L’ensemble Q des
rationnels est alors I'ensemble des classes d’équivalence des fractions.
On rencontre parfois la définition suivante (fondamentalement abusive, mais trés pratique) de ’ensemble Q

Q:{x:%meZAbeZ*}.

On a directement le théoréme de simplification des fractions

Théoréme 1.9 (simplification des fractions)}

Soit a € Z et b € Z*. On a alors

ac a
—=-1| VceZ".
bc b
La preuve est laissée en exercice.
Notation 2
On identifie les entiers relatifs a € Z avec les nombres rationnels de la forme ¢ € Q. ]

Théoréme 1.10 (La fraction nulle)}

Les fractions de la forme %, ou b € Z* sont équivalentes entre elles. En particulier on a

0=

0 0
2= veez
1- ol ""€

1.4.1 L’addition

Il n’est pas possible de construire directement la notion d’addition des rationnels en utilisant les régles de
la logique élémentaire et les propriétés de 'addition et de la multiplication des entiers relatifs. Il faut d’abord
donner une définition de I’addition des rationnels et ensuite montrer que cette addition est (1) compatible avec
celle des entiers, (2) a les propriétés désirées. On définit alors addition des rationnels, ou des fractions, par

Définition 5 (addition des fractions)}

Soit ¢ et § des fractions. On définit la somme de ¢ et § comme étant le nombre rationnel défini par

_a-d+b-c

L
d bd

4
b
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Remarque 9
La multiplication qui intervient dans la somme des rationnels est celle des entiers relatifs. ]

L’addition des fractions est bien définie puisque le numérateur (a - d + b - ¢) et le dénominateur (b - d) sont des
entiers et la fraction compléte est bien composée de deux entiers. Ainsi, la somme des fraction est encore une
fraction, c’est une opération interne.

L’addition ainsi définie est, de plus, compatible avec celle des entiers. En effet, si
correspondants aux entiers relatifs a et b, on a

a

T et % sont les rationnels

a-14+1-b a+bd
= 1.1 = =a+b.

a L b
1 1
On montre alors que ’addition des rationnels vérifie exactement les mémes propriétés que celle des entiers
relatifs, ce qui confére a (Q, +) la structure d’un groupe abélien

r—[ Théoréme 1.11 } \

La somme des nombres rationnels définie dans Q posséde les propriétés suivantes, pour tous rationnels
{p,a,r} CcQ

1. L’addition des rationnels est une opération interne p + q € Q.

2. L’addition est associative p+ (¢+71) = (p+¢q) + 7.

3. L’addition admet un élément neutre dans Q. Il s’agit de0 € Q : 0+¢qg=qg+0=gq.

4

. Tout nombre rationnel § € Q a un symétrique dans Q, noté —7 et appelé opposé de ¢, tel

que § +(—$) = (-4) + 3 =0.

5. L’addition des entiers relatifs est commutative p + ¢ = q + p.

Corollaire 1.12 (opposé d’une fraction)}

L’opposé du nombre rationnel § est donnée par le nombre rationnel

On vérifie sans peine les propriétés suivantes de la somme des fractions

,—[ Théoréme 1.13 (addition de fractions de méme dénominateur)} N

Si deux fractions ont le méme dénominateur, la somme de ces fractions s’obtient en additionnant leur
numérateur et en gardant le dénominateur commun

a b b
B . a+
c @

1.4.2 La multiplication

De méme que pour 'addition, on définit la multiplication des nombres rationnels de maniére & ce qu’elle soit
compatible avec celle des entiers relatifs.

Définition 6 (multiplication des fractions)}

Soit 3 et § deux nombres rationnels. On définit le produit des rationnels ¢ et < par le nombre rationnel
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Remarque 10 }

La multiplication du membre de gauche est celle que I'on est en train de définir, la multiplication des
rationnels, tandis que la multiplication qui intervient au numérateur et au dénominateur du membre
de droite est la multiplication des nombres entiers.

On a alors une multiplication qui est une opération interne dans les rationnels, puisque numérateur et dénomi-
nateur d’'une multiplication de rationnels sont des entiers. Le produit des rationnels ainsi défini est compatible
avec celui des entiers, en effet
a b a-b a-b
11 1-1 1
Compte tenu des propriétés de la multiplication des entiers relatifs, on montre sans difficulté le

=a-b.

r—[ Théoréme 1.14 } \

Pour tout {p,q,7} C Q* on a
1. La multiplication des rationnels non nuls est une opération interne p - ¢ € Q*.
2. La multiplication des rationnels est associative : p- (¢-7) = (p-q) - 7.

3. La multiplication des rationnels admet un élément neutre dans les rationnels, a savoir 1 € Q* :
l-g=q-1=q.
4. Tout rationnel non nul ¢ € Q* admet un symétrique pour la multiplication, son inverse, noté

g~ ! ou de maniére équivalente % cq-qg  =q¢l¢g=1.
5. La multiplication des rationnels est commutative : p-q¢ = q - p.
| J
r—[ Corollaire 1.15 } .
Soit ¢ € Q" une fraction non nulle. L’inverse de 3 est donné par
(5) =2
b a’
ou encore
1 b
T a
| J
Remarque 11 }
Ces propriétés conférent a (Q*,-) la structure d’un groupe abélien. ]

Théoréme 1.16 }

La multiplication des rationnels est distributive par rapport a ’addition des rationnels

(p(a+7)=pg+pr| ¥{p¢r}cQ

Ainsi (Q,+) et (Q*,-) sont des groupes abéliens et la multiplication est distributive relativement a I’addition.
On résume la situation en disant que (Q, +,-) est un corps commutatif.

Puisque (Q,+, ) est un corps, c’est aussi un anneau. On retrouve alors le résultat prouvé dans les entiers
relatifs
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Théoréme 1.17 (0 est absorbant pour le produit)}

L’élément neutre de la somme des rationnels est élément absorbant pour la multiplication des rationnels

4
b

Afin d’étre complet, montrons encore le théoréme suivant, qui explique pourquoi on doit prendre b € Z* lorsque

I’on forme une fraction 3

Théoréme 1.18 (division par zéro)}

L’élément neutre de ’addition des nombres rationnels n’admet pas d’inverse. Autrement dit, % n’existe

pas.
Preuve.
Supposons que % existe. Par définition de I'inverse, nous aurions alors
10
0 1
Mais 0 est absorbant pour la multiplication des rationnels, on a alors
1 0
—-—=0.
0 1
On trouve ainsi
1=0,

ce qui est absurde.

Remarque 12 }

Ce théoreme affirme que 'on ne peut pas diviser par 0. Notez que si nous avions une arithmétique
dans laquelle 0 = 1, ce résultat serait faux!

Remarque 13 }

C’est parce que 0 n’a pas d’'inverse que (Q, ) n’est pas un groupe. Raison pour laquelle il faut prendre

(Q*7 )

r—[ Théoréme 1.19 } <

Dans QQ nous avons encore les propriétés suivantes
. ; - ). a 1
1. Diviser, c’est multiplier par 'inverse : 7= az

2. Produit de deux fractions : ts =13

3. Inverse de l'inverse : T=a
a

4. Inverse d’une fraction :

S| =

ad

5. Rapport de deux fractions : b
c

alo oo N

\,

La preuve est laissée en exercice.

1.4.3 La relation d’ordre

S’il existe p € Z4 et q € Z% tels que r = £ on dit que 7 est un nombre rationnel positif. On note Q. I’ensemble
des rationnels positifs. On note Q_ 'ensemble des rationnels négatifs r, pour lesquels il existe p € Z_ et ¢ € Z .
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tels que r = g. On a
Q=0Q-UQ;.

On définit la relation d’ordre < dans les rationnels par

Définition 7
Si {p,q} C Q on dit que p est inférieur ou égal ¢ g, on note p < ¢, si g —p € Q4 ]

,—‘ Exemple 4 N\

Considérons les nombres rationnels % et %. On a

7 11_7-16—9-11_13EQ
9 16  9-16 144 =%
Ainsi, on a
11 7
— < -
\ 16 9 )

Les propriétés suivantes sont trés importantes et seront utilisées trés souvent dans les inéquations et dans les
études de signes

r—[ Théoréme 1.20 } \
On a:

. Sip<gq, alors, pour tout u € Q : p+u < g+ u.

qet 0 < r,alors : pr < qr.

1
2
3
4. Sip<qgetu<v,alors: p+u<qg+o.
5
6

~
q et r <0, alors : gr < pr.

Preuve.
1. Cela découle directement du fait que 0 est neutre pour I'addition des rationnels. En effet, si r € Q_
0—r=-reQ4.
Ainsi, on a bien r < 0.
2. Le preuve est la méme que celle du cas précédent en prenant r € Q4 et en calculant r — 0.
3. Soit p < q deux nombres rationnels et u € Q. On a alors

q—p=q+0—p car 0 est neutre pour +
=q+(u+(—u)—p car —u est l'opposé de u
=(g+u)+ (—u—0p) car + est associative dans Q
=(q+u)—(p+u) par commutativité de + et en factorisant —1
Ainsi, si ¢ — p € Q, alors (¢ +u) — (p+ u) € Q4 également. On a alors
pPSg<=pt+u<q+tu.

4. Laissé en exercice.

o

Laissé en exercice
6. Laissé en exercice.

,—‘ Exemple 5 N

Soit & résoudre I'inéquation

3r—1<2—-5x

Le but de 'exercice est d’isoler le x sans facteur d’un co6té de I'inégalité. Pour cela on commence par
placer tous les termes en x du méme codté en additionnant 'opposé de bx dans les deux membres de
I'inégalité, comme nous 'autorise le point 3 du théoréme ci-dessus. (On peut toujours additionner le
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méme terme des deux cotés d’une inégalité.)

3r—1+5x<2—5x+ 5z

soit
8r—1<2.
On enléve ensuite tous les termes sans x du membre de gauche en additionnant 1 dans les deux
membres
8r—14+1<2+1,
soit

8xr < 3.

Pour terminer, on isole le z en multipliant les deux membres de I'inégalité par %. Comme ce facteur
est positif, on ne change pas le sens de I'inégalité (conformément au point 5)

éSaz < éS,
d’ou 3
T < 3
Ainsi, la solution a cette inéquation est
3
S z} —00, g]
Cest I'intervalle contenant tous les nombres réels (cf. section suivante) inférieurs & 2.
\ J

Nous terminons cette section par le théoréme suivant, qui dit que le produit de deux nombres ne s’annule que
si 'un des nombres est nul

Théoréme 1.21 }

Soit {a,b} C Q on a alors

Preuve.
En exercice.

Remarque 14 }

Ce théoréme est trés utile, nous en aurons souvent besoin. C’est sur lui que repose la plupart des
résolutions d’équations.

/—‘ Exemple 6 N

Soit a résoudre I'équation

2z —3)(xz—1)=0.

Le but du probléme est de trouver toutes le valeurs de x qui vérifient cette égalité. Le théoréme
ci-dessus nous dit que cette égalité n’est valable que si :

— _ 3
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(3}

Ainsi, la solution de I’équation est

1.5 Ce qu’il faut connaitre

Quelles sont les propriétés de I’addition et de la multiplication dans N7

Quelles sont les propriétés de I'addition et de la multiplication dans Z 7

Régle des signes pour la multiplication des nombres relatifs.

Quelles sont les propriétés de I’addition et de la multiplication dans Q7

Reégles de multiplication et d’addition des fractions.

Régles de simplification et d’amplification des fractions (théoréme : énoncé et preuve).
Qu’est-ce qu’un groupe ? un anneau? un corps ?

Quelles sont les propriétés de I'inégalité (théorémes : énoncés et preuves) ?

Théoréme 1.21.

© ® NS e WD

1.6 Exercices

Exercice 1.5.
Effectuer les opérations suivantes en justifiant les calculs (en indiquant les propriétés utilisées)

1) (—8) +(=3) 2) (+9) + (-6) 3) (+3) + (=7)
4) (+12) — (—4) 5) —9—5 6) (—4) — (=7)
7) =20 8) (+3) - (=8) 9) —4- (+2)
10) —7- (—6)

Exercice 1.6.

Comparer les nombres entiers relatifs suivants
a) (—=3) et (—5) b) (—3) et (—1)
c) (—2) et (+3) d) (4+1) et (+4)
e) (+5) et (+3)

Exercice 1.7.
On donne deux entiers relatifs a et b. Calculer
a) |ab| et |al - [b]
b) |a + b| et |a| + |b]
c) [a—1b| et |a| — [b]
dans les différents cas suivants :
a=8etb=>5 a=6etb=—4 a=5etb=-9
a=—-letb=4 a=—4etb=2 a=—-7et b=-9.
Quelle(s) propriété(s) les résultats obtenus suggérent-ils ?

Exercice 1.8.
Soit a, b et ¢ trois éléments de Z. Montrer que —a + b — ¢ est 'opposé de a — b+ ¢ en vérifiant que la somme de
ces deux expressions est nulle (indiquer les propriétés utilisées).

Exercice 1.9.
Effectuer les opérations suivantes en justifiant les calculs

1 1 4 -7 6-13
1) == 9) = . L 0
)57 )59 3 5 o)

2 4 3 5 3 5
4242 242 2,2
)3+3 5)8+9 6)4 7

Exercice 1.10.
Effectuer les multiplications suivantes
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1.6. EXERCICES

-3 7 8 =5 3 15
R 231 S

11 60 23 125 42 41 56 3
)‘15'(‘121) V5 e 2 Y13 % w

Exercice 1.11.
Effectuer les divisions suivantes

-3 5 15 —4
1) —: — 2) — : 18 3) 16 : —
)13 26 >8 ) 5

75 30 1 6 3 1 6 3
Yo 5)<4'7)'8 6)4~(7-8>

Exercice 1.12.
Effectuer les additions ou soustractions suivantes

8 3 5 3 1 10
Dty RRTREY V59
13 22 2 3
4) — — 11— — — — =
)3 3 ) 7 6)21 7
1 7 8 5 1 3 4 1
Dt Y3796 Vo737
1 11 2 2 1
o L 6 5 2 3 2 8 6 8 1
7 6 21 14 3 70 7 3 5 4 20
Exercice 1.13.
Effectuer les opérations suivantes
4 3 7 2 3\ 5
1><7+14)'22 2)(3_4>'6
J(2,15) 5 o (1 8,5). 15 8
35 14/ 6 7 5 6/ 26 7

(8 Gow) (e ls)

Exercice 1.14.
Comparer les nombres rationnels suivants
et —3 b) —3 et —

3 1 4
5 d) get3

1
5

Exercice 1.15.

Chercher la valeur du nombre z tel que :

Hz+1=0 2)3z—-1=2 3)3z=-1
H2x—1=2x+1 5) 22 —2 =0 6) 22 —2x+1=0

Exercice 1.16.
Montrer que (Z,-) n’est pas un groupe.

Exercice 1.17.
Montrer que (Z,+, ) n’est pas un corps.

Exercice 1.18.
Montrer que dans un groupe (F, *) on a
axc=bxc< a=0b.

Exercice 1.19.
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Déterminer ’ensemble C' des symétries du carré (il y a 8 éléments). Faire le tableau de composition des éléments
de symétrie du carré et montrer que la composition des applications est une opération interne dans C. Quel est
lélément neutre ? Quel est le symétrique de chaque élément ? Est-ce que (C, o) forme un groupe ? Si oui, est-il
abélien ?

Exercice 1.20.
Méme question pour ’ensemble R des symétries d’un rectangle.
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Chapitre 2

Puissance et Racine

2.1 Puissance

Nous avons vu comment multiplier des nombres entre eux. Il arrive parfois que nous devions multiplier un
nombre avec lui-méme un certain nombre de fois. Cela n’a rien de nouveau, simplement 1'usage répété de ce
genre d’opération & mené a 'introduction d’une nouvelle notation.

2.1.1 Définition

Définition 1

Soit @ un nombre rationnel et n un entier. On appelle puissance n° de a, le nombre a™ donné par

Exemple 1

Ainsi a a la puissance 2, s’écrit : a® = a - a.
La 3°puissance de a est : a®> =a-a - a.
La 5°puissance de 2 est : 2° =2-2-2.2.2 = 32.

Remarque 1 ]

a? se dit également a au carré et a® se dit aussi a au cube.

On donne ci-aprés la définition officielle et plus rigoureuse de la puissance n® d’un nombre a

Définition 2

Soit a € Q7% et n € N. On appelle puissance n® de a le nombre rationnel

n 1 sin=0
a = n—1 g
a-a sinon
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,—l Exemple 2 <

5

Pour nous convaincre que cette définition est équivalente a la premiére, calculons a

a®=a-a"t=a-a
=a-a-a* '=a-a a3
=a-a-a-a’

I
S
e
&
o

Cette derniére expression contient bien 5 fois le facteur a, en accord avec la premiére définition donnée.
| J

Remarque 2

La derniére définition de la puissance est la définition par induction, ou encore par récurrence. C’est
cette définition qu’il faudra retenir, car c’est celle que nous utiliserons dans les démonstrations.

2.1.2 Propriétés des puissances entiéres positives

Preuve par récurrence ou par induction Pour montrer qu’une propriété est vraie pour tout n € N on
peut procéder comme suit

1. On vérifie que la propriété est vraie pour n = 0.

2. On suppose que la propriété est vraie pour une valeur n = k, ol k est un entier quelconque, et on montre
qu’il en découle qu’elle est alors vraie pour n = k + 1, 'entier suivant.

Si les deux étapes ci-dessus sont réalisées, on peut alors conclure que la propriété est vraie pour toutes les valeurs
entiéres de n.

Cette méthode de démonstration qui peut étre utilisée dés que I’on doit démontrer une propriété concernant
tous les nombres entiers naturels est connue sous le nom de théoréme de récurrence. Ce théoréme affirme que si
les deux étapes mentionnées sont vérifiées, alors la propriété est vraie pour tout n € N.

En effet, vu que la propriété est vraie pour n = 0, on peut, grace a la deuxiéme partie, affirmer que la
propriété est encore vraie pour le suivant du nombre 0, c’est-a-dire 1. Comme la propriété est maintenant vraie
pour n = 1, grace a la deuxiéme partie, affirmer qu’elle est encore vraie pour n = 2 et ainsi de suite pour tous
les entiers naturels.

Ainsi la premiére partie de la preuve donne un point de départ, n = 0, pour I’ensemble des valeurs que
peut prendre n. La deuxiéme partie de la preuve permet, & partir de n’importe quelle valeur de n qui vérifie la
proposition, de montrer que la valeur suivante fonctionne également. On en conclut alors que toutes les valeurs
de n entiéres vérifient la propriété.

Supposer que la propriété & démontrer est vraie pour n = k, ou k est un entier quelconque, consiste a poser
Uhypothése de récurrence. Une telle valeur de k existe toujours : si 'on a pu prouvé la premiére partie il y a la
valeur k = 0.

La puissance n® des nombres jouit des propriétés suivantes que I'on peut utiliser pour simplifier des cal-
culs.

r-[ Théoréme 2.1 } \

Soit {a,b} C Q et {m,n} C N. On a alors les propriétés suivantes
1. a™-a" = a™™"
2. (@™)" = a™"

3. (a-b)"=a™-b"
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l 4.5ib#0: (2)" =2 J

Preuve.
La plupart des démonstrations que nous ferons seront faites par induction (on dit aussi par récurrence).
1. Montrons que a™ - a™ = a™ 1",
Procédons par induction sur n.

(a) Sin =0, on a d’une part

ama’=am-1=a"
et d’autre part
a™t0 = g™,
Ainsi, la propriété est vraie pour n =0: a™-a® =a™*t0,

(b) Supposons la propriété vraie pour n = k. On a alors

a™ - ak =agmtk (hypotheése de récurrence).

Montrons qu’elle est encore vraie pour n = k + 1. On a, par définition de la puissance k + 1°

am - df Tl =a™ . dka=(a™ d) - a.

Comme la propriété est vraie pour n = k on peut I’appliquer dans la parenthése. On obtient alors :

m . ak+1 _ m+k | _ am+k+1

a a a

par définition de la puissance (m+k+1)°. On a ainsi montré que la propriété est encore vraie pour n = k+ 1.
Le théoréme de récurrence affirme alors que la propriété est vraie pour toute valeur entiére de n.
2. Nous allons encore procéder par induction sur n
(a) Vérifions que la propriété est vraie pour n = 0. On a d’une part, par définition de la puissance 0°
(@™’ =1
et d’autre part
m0 — g0 =1,
Ainsi, on a bien (a™)0 = ™.
(b) Supposons que 1’égalité est vraie pour n = k, ou k est un entier quelconque, soit

(@™)* = am* (hypotheése de récurrence).

Montrons qu’elle est encore vraie pour n = k + 1
(am)k+1 — (am)k La™
par définition de la puissance (k + 1)°. Ainsi, en appliquant I’hypothése de récurrence, on a

(am)k+1 mkam m-k+m

=a =aqa
ot I'on a utilisé la propriété précédente. On obtient finalement

(am)kJrl _ am-(kJrl)

ce qui montre que 1’égalité est encore vraie pour n =k + 1.

Le théoréme de récurrence affirme alors que la propriété est vraie pour tout n € N.
3. Montrons par induction sur n que 'on a toujours (a - b)™ = a™ - b™.
(a) pourn=0o0na
(a-bD)"=(a-b)’=1
et
a® =1 et =1
donc
a® =1-1=1=(a-b)°.
Ainsi, la propriété est vraie pour n = 0.

(b) Supposons que la propriété est encore vraie pour n = k, ou k est un entier quelconque, c’est-a-dire que la
propriété
(a- b)’C =aP . bk (hypothese de récurrence)
est vraie pour un certain k.
Montrons qu’elle est alors également vraie pour n = k + 1, soit 'entier suivant. Par définition de la puissance
k + 1 on peut écrire
(a- b1 = (a-b)-(a-b)*
par I’hypothése de récurrence on a alors
(a-b)** = (a-b)-ad" - bF
par 'associativité et la commutativité de la multiplication dans Q on a
(a- b)Yt = (a-d®)- (b-b¥)
d’ou, finalement, en utilisant la définition de la puissance k + 1
(a . b)k+1 — ak+1 . bk+1.
Le théoréme de récurrence permet alors d’affirmer que
(a-b)" =a™-b"

est vrai pour tout n € N.
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4. Nous allons a nouveau procéder par induction sur n

(a) Sinm =0 on a, dune part
et d’autre part

s . 0 0
Ainsi, on a bien : (&) = &5
(b) Supposons que I’égalité est vraie pour n = k, ou k est un entier quelconque, soit

a\k ak
(7) = — (hypothese de récurrence).
b bk
Montrons qu’elle est encore vraie pour n = k + 1, I'entier suivant. Par la définition de la puissance (k + 1)¢,

on peut écrire
()= (2)"
b T\ b

Grace a I’hypothése de récurrence, on peut écrire que la puissance k¢ d’une fraction est égale a la fraction des

puissances k¢, donc
( a) k+1 ak a ak+1

b T bk b o bRFL

par définition de la puissance (k + 1)© et par définition du produit des fractions. Donc I’égalité est également
vraie pour n = k + 1 si elle est vraie pour n = k.

Par le théoréme de récurrence on peut affirmer que I’égalité est vraie pour tout n € N.

,—‘ Exemple 3 N

On a ainsi
1. 35.3% =354 = 39,
2. (5?)3 =523 =56,

(3R =0

2.1.3 Puissances entiéres

Nous allons maintenant étendre la notion de puissance d’un nombre aux puissances entiéres négatives.
Sin € Z4 on a —n € Z_. Nous voulons donner un sens & l’expression

—n

a

Afin de rester en accord avec les théorémes qui viennent d’étre établis, on veut définir a~" de sorte que la
premiére propriété soit encore vraie. Dans le cas particulier m = n on a alors

a-a " = anJr(fn) _ CLO -1

Ceci signifie que a~™ doit étre 'inverse de a”, c’est-a-dire

n

Remarque 3

Dans le cas n = 1 on retrouve la notation de 'inverse

_ 1
@ ==
a

En posant ces définitions, on conserve la premiére propriété démontrée. On a ainsi

©Guglielmo Pasa 86



2.1. PUISSANCE CHAPITRE 2. PUISSANCE ET RACINE

r—[ Théoréme 2.2 } N
Soit a € Q* et {m,n} C Z. On a alors les propriétés suivantes
1
1. = =qg7 !
a
1
2. — =a "
a'ﬂ
an n—m
3 a—m =a
\, J
Preuve.

1. Découle directement de la définition de a=", pour n = 1.
2. C’est la définition de a™™.

3. C’est clair, puisque le définition de la puissance pour des entiers négatifs a été construite pour vérifier cette
propriété et du fait que

Z gt —gM.g™ = a/n+(7m) .

O
Les autres propriétés démontrées pour n > 0 sont encore valables
r—[ Théoréme 2.3 } \
Soit a € Q* et {m,n} C Z. On a alors les propriétés suivantes :
1. (a-b)" =a"- b
an _ a”
2. ()" ==
J
Preuve.
Pour n € N cela a déja été démontré, il ne reste qu’a montrer que c’est encore vrai pour n € Z_.
1. Supposons n < 0. Posons n’ = —n. Alors n’ > 0.
On a alors
, 1
a-b)"=(a-b)™" = —.
(00" = (a0 = o
On peut appliquer le théoréme démontré pour n’ > 0 au dénominateur et on obtient
1 1 1 A
(a-b)nzmz P =a " b =qa" b".
2. Avecn’ = —n, on a
A\n _ G\—n/ 1
(=" = o
b
TR
= an’ = an’
b’
-1 1,
e e
a’ﬂ
a”l
=
3. Avecn’ = —n, on a
’ 1 1
my\n __ my—mn __ p—
@) = @ = s =
—qg ™" — am(—n/) — qm".
O

Ainsi, pour résumer, les propriétés des puissances entiéres sont, avec a € Q* et {m,n} € Z
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1
. _-n
1. i a
2. a"a™ = gntm
an
I n—m
3. e a

2.2 Racine carrée

2.2.1 Introduction

Soit a résoudre, dans Q, ’équation

z? =4.
Nous avons vu que pour résoudre ce type d’équation, nous I’écrivons sous la forme
z? —4=0.

Puis nous factorisons en utilisant I'identité remarquable
(x+2)(z—2)=0.
Cette égalité n’est réalisée que si I'une des parenthéses s’annule, soit

r+2 =0 r =-2
ou <~ { ou
r—2 =0 r =2.

Ainsi il y a deux nombres dont le carré est égal & 4. Ces nombres sont 2 et —2.
Nous appelons la solution positive (i. e. 2) la racine carrée du nombre 4. Et on écrit

2 =+/4.

2.2.2 Définition

De maniére générale, si y est un nombre positif, il peut s’écrire comme le carré d’'un nombre. Se pose alors
la question de trouver de quel nombre y est le carré. Considérons alors 1’équation

a? =y,
ou y est un nombre positif. Cette équation se résout comme précédemment
?—y=0
Ce qui méne 4 la factorisation !
(z+vy)(z—vy) =0
Ce qui n’est possible que si

ro=Vi

ou

Tz =4y

ar convention, nous appelons alors racine carrée de ue ’on note a racine itive de I’équation
Par co tion, nous lons alors de y, I’on not , 1 ositive de I’ tio

x=y.

Ainsi

1. Nous supposons ici que tout nombre positif y est le carré d’un nombre réel positif, noté ,/y.
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Définition 3

Soit y € Qp et x € Q.
T=.y & 2 =y.

Cette définition nous dit que le nombre x = /y est le nombre qui, lorsqu’il est élevé au carré, donne le nombre

Y 2
VY =y

Remarque 4

On n’a défini la racine carrée que pour les nombres positifs. La racine carrée d’un nombre négatif n’a
pas de sens dans les rationnels. De plus, selon la définition, la racine carrée d’un nombre (positif) est
positive, par convention.

Nous sommes maintenant confrontés a un autre probléme. Tous les nombres rationnels positifs n’ont pas de
racine carrée. Par contre, on peut facilement écrire une suite de nombres rationnels dont les carrés se rapprochent
autant que ’on veut d’un nombre rationnel quelconque.

Par exemple, il n’existe pas de nombre rationnel § dont le carré vaut 2. Autrement dit, la racine carrée de
2 n’est pas un rationnel : V2 Z Q.

Ainsi, on ne peut pas trouver deux entiers a et b tels que

a
V2 =—.
b
Pour le montrer, il suffit de considérer, par I'absurde, qu’il existe deux nombres entiers a et b irréductibles
(n’ayant pas de diviseur commun), tels que

a
V2 =—.
b
On a alors, en élevant au carré les deux membres

d’ott

a® = 2b%. (2.1)
Or ceci signifie que a2 est un multiple de 2. Or le carré d’un entier a ne peut étre pair que si cet entier est pair.
On doit donc avoir, pour un k € N

a = 2k.
En remplacant dans (2.1) on trouve
4k* = 2b°
d’ott
b’ = 2k%.

Ainsi b2, et donc b également, est aussi un nombre pair. Ainsi, on voit que a et b sont tous deux pairs et donc
ont 2 comme diviseur commun. Cela contredit I’hypothése de départ selon laquelle a et b étaient irréductibles.

On a ainsi montré que V2 ¢ Q.

Pour s’assurer que tous les nombres positifs aient bien une racine carrée, on est obligé de construire un
ensemble de nombres plus "grand" que @Q, qui contienne non seulement toutes les racines carrées des rationnels,
mais, au moins, aussi les racines de ces racines, etc. On compléte ainsi ’ensemble des rationnels par I’ensemble
des nombres réels, R, qui est le plus grand ensemble de nombres. Les nombres réels, qui ne sont pas rationnels,
sont appelés nombres irrationnels.

2.3 Le corps ordonné (R, +,-, <) des réels

L’ensemble des nombres rationnels n’est pas encore assez grand pour contenir les solutions de toutes les
équations, lorsqu’elles existent. Par exemple, si 'on prend I’équation

2 —4=0,
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on vérifie sans peine qu’elle est équivalente a
(x—2)(z+2)=0.

Le théoréme précédent nous indique alors que 'on a

r—2 =0 r =2
vV <= V
z+2 =0 r =-2
Ainsi
S ={-2,2}.
Mais si nous prenons
2 —2=0,

il faudrait écrire

(. —V2)(z +V2) =0.

Or /2 n’est pas un rationnel. Il n’existe pas d’entier a et b premiers entre eux tels que
a
\/E - g,

comme on peut le montrer facilement. On montre également que la racine carrée de tout nombre premier n’est
pas un rationnel. De plus, d’autres nombres importants , e, . .. ne sont pas des rationnels également (on rappelle
que 7 est le nombre obtenu en divisant la longueur d’un cercle, son périmétre, par le rayon du cercle). On est,
ainsi, naturellement amenés a introduire un nouvel ensemble de nombres, qui contient, outre les rationnels, tous
ces autres nombres. On appelle ensemble des nombres réels, on note R cet ensemble.

On a ainsi

NCcZcQcCR.

Mentionnons encore que N, Z et Q ont le méme nombre d’éléments (la méme infinité d’éléments)
Card(N) = Card(Z) = Card(Q) = No.

No (aleph zéro, aleph étant la premiére lettre de I’alphabet hébreux) représente le nombre transfini (au-dela des
nombres finis, autrement dit infinis) qui correspond au nombre d’éléments de N. On dit que les ensembles N, 7Z
et Q ont la puissance du dénombrable (on peut compter leurs éléments).

Contrairement & ces ensembles, I’ensemble R contient un nombre d’éléments beaucoup plus important. C’est
un infini strictement plus grand que on note ¢ (la puissance du continu. L’hypothése du continu affirme qu’il
n’existe pas de nombre transfini strictement plus grand que le dénombrable et strictement inférieur a X, = 2%,
le cardinal de I’ensemble des parties de N (notament). Ainsi, si cette hypothése est admise, on a ¢ = N; et

Card(R) = N;.

Il a été montré que I'hypothése du continu est compatible avec 'axiomatique de la théorie des ensembles de
Zermelo-Frankel, que nous avons utilisé dans ce cours.

Remarquons encore que les nombres réels peuvent se diviser en deux catégories. L’ensemble des nombres réels
algé brigues (qui annulent un polynéme & coefficients entiers) est dénombrable. L’ensemble des nombres réels
transcendants (pour lesquels il n’existe pas de polynome a coefficients entiers qui s’annulent par ces nombres)
n’est, lui, pas dénombrable; il a la puissance du continu.

Ainsi, il y a une infinité de fois plus de nombres transcendants que de nombres algébriques. Ce qui est
toutefois paradoxal, est qu’il est trés difficile de montrer un nombre transcendant. On en connait trés peu.
Parmi les nombres transcendants connus, il y a 7 =~ 3.1415926535 ... et e ~ 2.7182818284590. . ..

L’algébre des nombres transfinis, qui ne sont pas des nombres réels, est un peu particuliére et ne sera pas
abordée dans ce qui suit.

2.3.1 L’addition

Soit R ’ensemble des nombres réels. La somme de deux nombres réels x et y est encore un nombre réel noté
x + y. L’addition dans R est une opération interne dans R (tout comme dans N,Z et Q). Cela signifie que le
résultat de 1'addition de deux nombres réels est encore un nombre réel. Cela s’écrit

+ : RxR—=R
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L’addition est associative. On a donc, pour tout {z,y,z} C R

(z+y)+z=a+(y+2).

Ce qui signifie que 'ordre dans lequel on effectue les sommes n’a aucune importance.
De plus 'addition admet un élément neutre 0 tel que

O+z=24+0==2x.
Dans les ensembles Z,Q et R tout élément x posséde un symétrique que I'on appelle son opposé. 11 est noté

—x et posséde la propriété

Enfin, addition des réels est commutative
r+y=y-+ux

Pour résumer ces cing propriétés, on dit que (R, +) est un groupe abélien.

f-‘ Définition 4 \

Soit A un ensemble et * une opération interne de A (une application de A x A vers A). On dit que
(A, *) est un groupe abélien ou un groupe commutatif si :

1. x est associative dans A : (a*b)xc=ax* (bxc), V{a,b,c} C A.
2. Il existe un élément e € A, I’élément neutre, tel que : axe=e*xa=a, Va € A.

3. Pour tout a € A il existe un élément o’ € A, le symétrique de a, tel que : a*xa’ =a’ xa =e.

4. x est commutative : axb=0bxa, V{a,b} C A.

Remarque 5

La cinquiéme propriété est la premiére mentionnée, a savoir que * est une opération interne. ]

Remarque 6

Si la derniére propriété (la commutativité) n’est pas satisfaite, on dit simplement que (A, ) est un
groupe.

,—l Remarque 7 <

Il existe de nombreux types de groupes. Les symétries d’une figures forment un groupe relativement
a la composition des symétries. De méme que les symétries d’un cristal forme le groupe cristallin du
cristal.

L’étude générale des groupes est trés complexe et nous ne ’aborderons pas ici. Mentionnons tou-
tefois que la théorie des groupes est un outils trés puissant dans les sciences modernes.

\,

2.3.2 La multiplication

Sans détailler & nouveau, nous pouvons dire que la multiplication des nombres réels non nuls forme un groupe
abélien (R*,-).

L’élément neutre est le nombre réel 1, et I'inverse de tout nombre réel = est noté 2~ ou encore % et est tel
que

r-—=z-z7 ' =1.
x

Enfin, I’élément neutre de I’addition, 0, est absorbant pour la multiplication

z-0=0-2=0, VxeR

Exercice 2.1.
Expliquer ce que signifie que (R*,-) forme un groupe abélien. Pourquoi doit-on prendre R* au lieu de R ?
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Le fait que (R, +) et (R*,-) sont des groupes abéliens, découle directement de I’axiome des nombres réels. 11
en va de méme de la notion de distributivité que confére a (R, +,-) une structure de corps commutatif. >

2.3.3 Distributivité

De plus, la multiplication des réels est aussi distributive relativement a ’addition des réels. Ainsi, si x,y et
z sont des réels, on a alors :
x(y+2) = zy + zz.

La commutativité de la multiplication nous assure que cette propriété est également vraie & droite
(x+y)z=zz+yz.

Cette propriété ajoutée au fait que (R,+) et (R*,:) sont des groupes abéliens, donne au triplet (R,+,-) la
structure d’un corps commutatif.

Définition 5

Un triplet (A, +,-) est un corps si (A,+) est un groupe abélien, si (A*,-) est un groupe et si - est
distributive relativement & +. Si - est commutative, alors le corps est dit commutatif.

Cette définition est trés générale, et méme si ’on a gardé les symboles + et - pour les opérations dans I’ensemble
A, ces opérations peuvent avoir un sens différent, & définir au cas par cas.
En ce qui concerne les nombres réels, ils ont le sens usuel de 'addition et de la multiplication.

2.3.4 Relation d’ordre

Outre ces opérations élémentaires, nous avons des moyens de comparaison entre les différents nombres. La
définition des nombres réels nous donne la relation < sur les réels.

Mentionnons en particulier les propriétés énoncées par 'axiome :

— On a toujours : z < z.

— Sixz <y ety< x alors on a forcément x = y.

— Siz < yety< zalors on a forcément x < z.

— Quels que soient les nombres x et y on peut toujours les comparer. On a forcément un des deux cas au

moins : x <y ou y < T.

Nous n’en dirons pas plus pour l'instant et attendrons les inéquations pour traiter plus & fond cette relation.

Mentionnons toutefois encore une définition trés utile

Définition 6 (valeur absolue)}

Soit z un nombre réel. On appelle valeur absolue de x le nombre réel positif :

T siz>0
|z| = .
—x siz<O0

,—l Exemple 4 N

Soit x = 3. On a = > 0. La définition nous dit alors :
3] = [z = 3.
Siz=—3. On ax <0 et par définition de la valeur absolue :
| =3l =lz|=—2=—(-3) =3.

Ainsi nous voyons que la valeur absolue change le signe des nombres négatifs.
| J

2. 1l n’existe pas beaucoup de corps commutatifs. (Q, 4+, ) en est un, (R, +, ) un autre. On peut encore ajouter (C,+,-). Il existe
encore un autre corps, plus grand, qui n’est toutefois pas commutatif, le corps des quaternions.
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,—| Remarque 8 <

Lorsque nous manipulons des nombres bien définis comme 3,-4,36, etc., il n’y a jamais de probléme
concernant les signes de ces nombres, il suffit de regarder devant les chiffres si le signe — est présent
ou non.

En algébre, les nombres sont souvent représentés par des lettres, qui peuvent prendre n’importe
quelle valeur dans un ensemble déterminé. Du coup, le signe d’un nombre représenté par une lettre
comme z,Y, 2, a, etc. n’est plus apparent.

Si z représente un nombre quelconque, on ne peut rien dire sur le signe du nombre —zx.

Tout ce que nous pouvons dire est que —z est négatif si x est positif et que —x est positif si = est
négatif.

Par contre, |z| est toujours positif.

11 faut s’efforcer de distinguer le signe — de la notation —z du signe du nombre représenté par —z.
\, J

,—‘ Exemple 5 N

Soit la proposition

|z — 3] =5.

Cherchons les valeurs possibles pour x, afin que cette égalité soit satisfaite. Conformément & la défi-
nition de la valeur absolue, il y a deux cas & considérer

1. Six—3>0.
On a alors : z > 3.
Ainsi, le premier cas consiste & chercher une solution au probléme posé dans les nombres supé-
rieurs a 3.
Dans ce cas on peut enlever les valeurs absolues et ’équation devient

r—3=05.
On trouve, en additionnant 3 dans les deux membres de I'égalité
r—3+3=5+3,
soit
Tz =8.

La solution x = 8 est compatible avec la condition de notre cas x > 3 et on peut I'accepter.

2. Six—-3<0.
On aalors: z < 3.
Dans ce cas, lorsque I'on enléve les valeurs absolues, il faut changer le signe

—(z—3) =5,
soit
—x+3=>5.
Additionnons —3 dans les deux membres
—x+3—-3=5-3
soit
—xr =2

d’oll
r=—2.

Cette solution satisfait également avec la condition du cas x < 3 et on peut également 1’accepter.
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Ainsi, 'ensemble des solutions de notre probléme est
S = {*Qa 8}a

comme on peut le vérifier aisément.

2.3.5 Intervalles

Définition 7 (intervalle ouvert)}

On appelle intervalle ouvert Ja, b[ ’ensemble des nombres réels strictement inférieurs a b et strictement
supérieurs a a
Ja,b[={z eR|a<z<b}.

Définition 8 (intervalle fermé)}

On appelle intervalle fermé [a, b] ensemble des nombres réels inférieurs a b et supérieurs a a

[a,b] ={zeR|a<z<b}

f-‘ Définition 9 \

On appelle intervalle ouvert-fermé |a,b] Pensemble des nombres réels inférieurs a b et strictement
supérieurs a a

Ja,b] ={z eR|a<z<b}.

On appelle intervalle fermé-ouvert [a,b] Pensemble des nombres réels strictement inférieurs a b et
supérieurs a a

[a,b[={zeR|a<z<b}.

,—l Exemple 6 <

Résoudre I'inéquation

z? —1<0.
On peut factoriser le membre de gauche
(x—1)(xz+1) <O0.

Par la régle des signes, ceci n’est possible que si les deux expressions ont le méme signe. On peut faire
le tableau des signes

T ‘ —00 -1 1 400
z—1 — - 0 +
z+1 - 0+ | +
2?2 -1 \ + 0 - 0 +
Ainsi, la solution & I'inéquation donnée est 'intervalle ouvert
S=]—1;+1][.

Définition 10 (intervalle non borné)]

On appelle intervalle non borné ouvert-fermé | — oo, b| 'ensemble des nombres réels inférieurs a b :

]—oco,b]={zeR|z<b}
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On appelle intervalle non borné ouvert | — 0o, b [ ensemble des nombres réels strictement inférieurs a

b:
]—oo,b[={zeR|z<b}.

On appelle intervalle non borné fermé-ouvert [a, +o0o[ ensemble des nombres réels supérieurs a a :
[a,4+o[={z R |a<z}.

On appelle intervalle non borné ouvert Ja, +o0o[ ensemble des nombres réels strictement supérieurs a

a

la,+o[={z R |a<z}.

Remarque 9

Le symbole oo se lit « infini ». Il ne représente pas un nombre réel, ¢’est pourquoi il n’est jamais pris
dans un intervalle. On n’a jamais [—oo, b] ou [a, +00].

Remarque 10 ]
L’intervalle ouvert | — oo, +00[ correspond a I’ensemble R tout entier
R =] — o0, +00].

Remarque 11 )
Si 'on veut toutefois prendre en compte également —oco et +00, on parle de la droite réelle achevée
R = RU {—o00; +00}.

Nous terminons cette section par le théoréme suivant, qui généralise le théoréme 1.21 aux nombres réels et
qui dit que le produit de deux nombres ne s’annule que si I'un, au moins, des nombres est nul

Théoréme 2.4 }
Soit {a,b} C R on a alors

Preuve.
En exercice.

Remarque 12 }
Ce théoréme est trés utile, nous en aurons souvent besoin. C’est sur lui que repose la plupart des
résolutions d’équations.

2.4 La fonction racine carrée

Nous admettrons sans démonstration le théoréme suivant

Théoréme 2.5 }
La relation qui, & tout nombre réel positif z, associe sa racine carrée y = \/x est une application
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bijective
\/_ 5 ]R+ — R+
T y=+z

Remarque 13 }

Autrement dit, pour tout nombre réel positif x, il existe un nombre réel positif y qui est sa racine
carrée. Le théoréme affirme que ’on peut prendre la racine carrée de tous les nombres réels positifs
(car \/~ est une application.) De plus, il affirme que tout nombre réel positif est la racine carrée d’un
nombre positif (car ,/~ est une bijection).

Théoréme 2.6 }

Soit © € R un nombre réel quelconque. On a alors

Va? = |x|.

Preuve.
Dans tous les cas, 22 > 0. Il est alors possible de prendre la racine carrée de 2. La racine carrée de z2 est la solution
positive de I’équation
soit

D’ou

Ce qui implique

11 suffit de distinguer deux cas
z > 0 Dans ce cas la solution positive est y = = et comme |z| = x, puisque z est positif, on a :

y=Va2 =gz =z
z < 0 Dans ce cas, la solution positive est y = —x.
De plus, pour un z négatif, on a : || = —z. Ainsi dans ce cas également
y=Va?=—z =z
Ce qui démontre le théoréme.
O
,—[ Remarque 14 } N

Ce théoréme prend toute son importance lorsque I'on ne peut rien dire du signe de 'argument du carré,
sous la racine. Par exemple dans 'expression \/(x 4 3)2, tant que x > —3, il n’y a pas de probléme
puisque = + 3 > 0. Mais si © = —4, x + 3 = —1 et dans ce cas, si nous oublions les valeurs absolues
nous obtiendrions

(x+3)2=x+3.

Ce qui, pour z = —4 devient

et est évidemment faux! Il faut donc écrire

V@ +3)2=z+3].

Et maintenant, lorsque x = —4, nous trouvons

VIR =] 1= 1
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L Ce qui est correct, comme on peut le voir en remarquant que (—1)% = 1, et que V1=1. J

,—[ Remarque 15 } \

Ce théoréme affirme que pour tout nombre réel x € R, on a

Va? = |x|.

Les valeurs absolues & droite sont essentielles.
Par contre, on a déja vu que

2
Ve =g,

sans valeur absolue, car dans ce cas, x ne peut étre que positif, sans quoi, la racine carrée n’a pas de

sens.
\. J

2.4.1 Propriétés

Il découle des propriétés sur les puissances des propriétés analogues sur les racines carrées.

Propriété 2.7 }

Soit {a,b} C Ry. On a alors
1. Vab = avb.
a _+a

2. Sib#£0: /- =—.
ib# b b

Preuve.

1. Soit 2 = y/a et y = V/b. On a alors
22 =a et: y2:b.

On a alors :
x2y2 = ab.

Soit :
(xy)? = ab.

Par définition de la racine carrée, nous avons alors

(xy)? = ab & zy = Vab.

Ainsi, par définition de = et y

Vavb = Vab.

2. Avec z et y définis comme ci-dessus, on a

On a donc :

Ainsi, par définition de la racine carrée

=

soit

o e

Remarque 16 }

Il est trés important de réaliser que ces résultats ne s’appliquent que si a et b sont tous les deux positifs.
S’ils sont les deux négatifs v ab existe, mais \/a et Vb nexistent pas.

2.4.2 Extraction des racines carrées

Nous allons montrer ci-aprés comment extraire la racine carrée d’'un nombre. Cette méthode d’extraction
s’appuie sur I'identité remarquable que nous verrons dans le chapitre suivant : (a + b)? = a2 + 2ab + b>.
Nous illustrons la méthode sur un exemple. Calculons la racine carrée de 6250.
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/6250 = 79.05 Explications
62 50 Séparons le nombre en groupe de deux chiffres.
62 Abaissons le premier groupe.
—49 =72 =qa? Extrayons le carré de 62.
7 est le premier nombre du résultat.
13 =62 —49 Reste 13.
1350 % =96---—>b=9 On abaisse le deuxiéme groupe de nombre et
on isole le dernier chiffre.
—126 =2-7-9=2ab b =9 est le deuxiéme chiffre du résultat.
— 81 =92 =52 On soustrait les groupes dans cet ordre :
1350 —126-10—-81 =9
9 Fin de la partie entiére. est le nouveau reste. On place une virgule au
résultat et on abaisse le groupe suivant 00 et
on isole le dernier chiffre.
90 0 % =0,---—b=0 Maintenant @ = 79. b = 0 est la premiére dé-
cimale.
— 0 =2-79-0=2ab
— 0 =02=5
9000 0 % =5---—>b=5 a = 790. Nouveau reste 900. On abaisse le
nouveau groupe 00 et on isole le dernier chiffre.
etc...

En réitérant le procédé suffisamment de fois, on obtient finalement ’évaluation décimale de la racine

V6250 = 79.056941 . . ..

Cette méthode laborieuse s’applique a lidentique pour n’importe quel nombre réel positif. Comme deuxiéme

exemple, calculons v/2 :

V2 = 1.41421 Explications
02 Séparons le nombre en groupe de deux chiffres.
-1 =12 = qg? Extrayons le carré de 2.
1 est le premier nombre du résultat.
1 = 2—1 fin de la partie en- | Reste 1. On place le point décimal.
tiére
100 % =5—-b=14 La division de 10 par 2a¢ donnant un entier,
on prend l’entier inférieur, sinon en enlevant
encore b? on est trop gourmand.
-8 =2-1-4=2ab b = 4 est le deuxiéme chiffre du résultat.
— 16 =42 =1? On soustrait les groupes dans cet ordre :
100-8-10—-16=14
40 0 % =1,---—=b=1 a = 14. La prochaine décimale est 1.
— 28 =2-14-1=2ab On enléve 2ab.
— 1 =12 =2 On enléve b2
1190 0 P =4 mb=4 a = 141. Nouvelle décimale b = 4.
— 11280 =2-141-4 = 2ab On enléve 2ab.
- 16 =42 =12 On enléve b2
6040 0 D040 =2, b =2 a = 1414. Nouvelle décimale b = 2.
— 5656 = 2ab On enléve 2ab.
— 4 =52 On enléve b2.
38360 0 S0 —1,... 5b=1 Nouvelle décimale b = 1.

En continuant ainsi, nous obtenons : 1.4142135623....
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2.5 Racine n®

La définition de la racine carrée se généralise sans difficulté aux autres racines, via la fonction puissance ne.
La racine ne est la fonction réciproque de la puissance ne.

Il faut, ici, distinguer deux cas, selon que n est pair ou impair. Si n est pair, la régle des signes nous montre
que z" est positif. On ne peut donc prendre la racine paire que pour un nombre positif.

Définition 11 (racine paire)}

Soit y € R4 et n € N avec n paire. On appelle racine n-¢ de y le nombre x € R défini par

z= Yy =y.

Si n est impair, la régle des signes nous montre que ™ est du méme signe que x. Ainsi, si n est impair, on
peut prendre la racine n® d’un nombre positif (on obtient alors un nombre positif) et d’'un nombre négatif (on
obtient alors un nombre négatif)

Définition 12 (racine impaire)}

Soit y € Ry et n € N avec n impaire. On appelle racine n-°¢ de y Le nombre x € R, défini par

r= Yy =y.

,—l Exemple 7 \

On a clairement

(—3)% = —27.
Ainsi,
/27 = —3.

Par contre v/—27 n’existe pas, car une puissance 4° est toujours positive. Il n’existe pas de nombre
z € R tel que

zt = —21.

2.6 Ce qu’il faut connaitre

Principe de la démonstration par récurrence (ou induction).
Définition de la puissance par induction.

Propriétés de ’exponentiation.

Définition de la puissance avec un exposant entier négatif.
Propriétés de la puissance générale.

Définition de la racine carrée.

Propriétés de la racine carrée.

Quelles sont les propriétés de I’addition et de la multiplication dans R ?

© ® N o WD

Définir la valeur absolue d’un nombre réel.

,_.
e

Définition des intervalles.

. Théoréme 2.4 et 2.6.

—_
—_

2.7 Exercices

2.7.1 Puissance

Exercice 2.2.
Effectuer les opérations suivantes en justifiant les calculs
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1) 573 . 50 2) 4% . 475 3) 2.9
4) (374)° 5) (34)7? 6) (77)7°
3 -2 -3

g 8) 9) 2

Exercice 2.3.
Effectuer les calculs suivants ({a,b} C Q* et n € Z).

1) (-1)2 2) (-1 3) (=3)*
4) (-5)° 5) (—a)* 6) (—a)*
7) (-2)7° 8) (_;)_2 0) 42. 4%
10) 72 - 75 11) 5574 12) 6+ (—6)=3
13) (=3)7%(-3)73 14) (=2)3(=2)%(-2)"* 15)975.9%.9°
16) (—8)_5<—8)17(—8)_12 17) a2na—n 18) (_a)n(_a>2—n
19) an—2a2n+1 20) a2n—1a1—na—n 21) (23)4
22) ((-2)7°)* 23) (471)7° 24) ((-5)°)~"
25) ((—a)~°%)" 26) ((—a)°)™> 27) ((=a)~)7®
28) (—2a)~* 29) (a?b3)® 30) (a=4b%)~3
31) (a%%) ! 32) (a~3b4) 0 33) (;)3
34) @)_ 35) 2)_ 36) ;ig
-2 -8 —a)3
37) 273 38) T 39) ((_a))_5
a2n+1 (_a)n-i-l ( a)n—l
10) =5 W o 2) oy
Exercice 2.4.
Effectuer les calculs suivants ({a,b} C Q* et n € Z).
L 1 1 -5

30 RREENCE

5.11\ " /25-121\ 2
1) (=) 12
)(3-4) <9-16) )
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Exercice 2.5.
Effectuer les opérations suivantes en utilisant les puissances de 10 et sans utiliser la calculatrice.

1. 0.00005 - 0.0006 - 0.007

2. (30'000)2 - (2'000'000)3
3. (4/000°000)? - (0.00002)*
4. (0.0003)* - (0.001)

5. (62500)% - (0.000016)*

Exercice 2.6.
Calculer :
103 — 102, 10* — 103, 10% — 10°, 10'° — 10?, 103° — 1027, 1059 — 108,

Exercice 2.7.

L’explosion d’une bombe H de 100 mégatonnes (bien plus grosse que n’importe quelle bombe jamais construite)
libére une énergie d’environ 10'® Joules, alors qu'une éruption solaire produit une énergie moyenne de 10%*
Joules. Combien faut-il de bombes H pour obtenir ’équivalent énergétique d’une éruption solaire ?

Exercice 2.8.
Calculer le rapport entre la masse du proton et la masse de ’électron sachant que la masse du proton est de
1.672 - 10727 kg et que celle de I'électron est de 0.911 - 1073 kg.

Exercice 2.9.
En astronomie, on appelle année-lumiére (al) la distance parcourue par la lumiére en une année (la vitesse de
la lumiére est exactement donnée par ¢ = 299'792’458 m/s). Exprimer en km les distances suivantes

1. Une année-lumiére.

2. La distance entre le Soleil et Pluton : 6 - 1074 al.

3. La distance entre le Soleil et Proxima du Centaure (I’étoile la plus proche du Soleil) : 4.3 al.
4. La distance entre le Soleil et la Grande Galaxie d’Androméde : 2.2 - 10° al.

Exercice 2.10.
Soit B ={...,273,272 27120 21 92 93 1 I’ensemble de toutes les puissances entiéres relatives de 2. Montrer
que la structure (E,-) est un groupe abélien.

2.7.2 Racine carrée et nombres réels

Exercice 2.11.
Montrer que v/3 n’est pas un nombre rationnel.

Exercice 2.12.
Déterminer la période des nombres rationnels suivants

238 1 1 2 1
9997147137137 17"
Exercice 2.13.
Soient x et y deux nombres réels. Les implications suivantes sont-elles vraies 7 Préciser si nécessaire.

L (z=y)= (2* =97

P NN
ST oo ooo
[V
I
[V
N
—_

8
I
<

Exercice 2.14.
On donne 0 < x < 4. Comparer les grandeurs suivantes

1. —zet 4
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1 1
1 1
4. —x 3 et (—4)73

Exercice 2.15.
Simplifier les expressions suivantes

1) /(=3)2 2) V32 + 42 3) V162 4 122
4) /152 — 122 5) V16 6) vV V81

7) (3v2)? 8) (2v/7)? 9) V8

10) V18 11) V24 12) /300

13) V80 14) V45 15) V125
16) /640 17) /2704 18) /32

19) /4 20) \/ % 21) VT8

Exercice 2.16.
Effectuer les additions et les soustractions suivantes

1. V8 —2v2

2. V75 4+ V12

3. /1000 — /10

4. 3v63 — 2v/28

5. V24 — 2/54 — V12

6. 2v8 — V18 + 5v/72 — /50
7. V12 +2v/27 + 375 — 9V/48
8. —v/80 — 3v/45 + 2v/5 — 5v/20
9. V20 — 4v/245 + 3/125 — /270
10. V54 — /96 — /28 + 21/63
11. 8@—%@4—4@—2&

20 125 /180 4
12. \/F -5+ 5 — V5

Exercice 2.17.
Effectuer les multiplications suivantes

1) V3.3 2) V5 - /38

3) V5 V10 4) V327

5 V753 6) V7-v28

7) V8- V22 8) V2-v6- V10

9) VI5- VA0 - VI5-VI50  10) (/% /2

11) V6v2- /32 12) /250127 - V/15v/27

Exercice 2.18.

Effectuer les multiplications suivantes
1) V3(V12 — V/3) 2) V20(v/5 — V10)
3) V2(V6 — VIS +v24)  4) (1+V2)(1-V2)
5) (3+5)(2 - V5) 6) (V3 —v2)(v3-3v2)
7) (V3-1)(1 - v3) 8) (4VI8 +5) (V2 — 1)
9) (V6 —V5)(vV2—+5)  10) (3+2v6)(6v6 —9)
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Exercice 2.19.
Veérifier les égalités

) V3+V2T=V48  2) V2+V8=V18

Exercice 2.20.

Déterminer U'intersection et la réunion des intervalles [a, b] et ]c, d] :
1. lorsque a < c < b <d
2. lorsque c < a<b<d
3. lorsque c < a < d <b.

Exercice 2.21.
Déterminer dans chacun des cas suivants, l'intersection et la réunion des ensembles donnés
1)]=5;3] et | —2;7] 2) [-6;2] et [2;6]
3] - oo4[et[312] 4) [-2; 4+00[ et |5; +00]
5) [w/ 2,6] et | — 2;0] ) ]1.41;6] et [v/2;V/37]
D oot 50 ) ] — 003 3] et [3;+0c].

o D

Exercice 2.22.
On donne les encadrements de deux nombres réels x et y. Déterminer, dans chacun des cas suivants, un enca-
drement de : x +y, z —y, x -y et %

1.3<x<bet2<y<4
2. 3<xr<2et -5<y<—4
3. 4<zr<-3etb<y<6
4

Exercice 2.23.

Encadrer le nombre irrationnel v/7 par deux nombres rationnels comprenant respectivement 1,2,3,4 ou 5 déci-
males (v/7 ~ 2.64575131106459).

Exercice 2.24.
Arrondir au quatriéme chiffre décimal chacun des nombres suivants

2 11 41
1.58425842 ... V2,5, — .
7\/>7 37 9 b 32

Exercice 2.25.

On donne un encadrement pour le nombre réel z : 1.5 < x < 1.6.
Calculer I’encadrement de 2. Indiquer 'incertitude absolue et relative sur z3.

Exercice 2.26.
En mesurant les cotés = et y d’un rectangle (en centimeétres) on obtient

34<x <35 et 6.7<y<6.8.

Calculer le périmétre et 'aire du rectangle. Indiquer 'incertitude absolue et relative sur le périmeétre et ’aire.

Exercice 2.27.

Un coureur parcourt la distance de 100 métres en 11.2 secondes. Les incertitudes absolues sur la distance et sur
le temps de parcours sont respectivement de 0.2 métre et 0.1 seconde. Déterminer I’encadrement de la vitesse
du coureur ainsi que les incertitudes absolues et relatives de cette valeur.
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Chapitre 3

Applications polynoémes et fonctions
rationnelles

Avant d’aborder ce chapitre, il peut étre utile de revoir les notions de fonction et d’application.

3.1 Polynomes

f-‘ Définition 1

On appelle mondéme une application de R dans R de la forme
m(x) = cx™,

ou c est un nombre réel et s’appelle le coefficient et n est un entier positif. Le nombre n est 1’exposant

ou le degré du monoéme.
.

,—l Exemple 1

Les applications suivantes sont des mondémes
1. m(z) = 0 est un mondme de degré 0 et de coeflicient 0.
2. m(z) =1 est un monome de degré 0 et de coefficient 1.
3. m(x) = 2% est un monéme de degré 2 et de coefficient 1.
4. m(x) = 52 est un mondme de degré 3 et de coefficient 5.
5. m(x) = 4x° — 92° est un mondme de degré 5 et de coefficient —5.
6. m(z) = 22% — z n’est pas un monéme. Il ne peut pas étre écrit sous la forme d’un seul terme,
§ du type : az"™.

Une somme de mondmes de méme degré, est encore un monéme, comme le montre l’exemple ci-dessus.

f-‘ Définition 2

On dit qu’une application p(x) est un polynéme si p(z) a la forme

p(z) = co + 1z + cox® + -+ - + ™,

ou cg,Cq,...,C, sont des nombres réels et m un nombre entier positif. Le monome de plus haut
degré,c,x™, est le terme dominant du polynéme. L’exposant du terme dominant est le degré du poly-
ndme.
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Remarque 1
Un polynoéme est une somme de mondmes. On appelle termes les mondmes d’un polynome. ]

Remarque 2
Si un polynoéme posséde deux termes, on 'appelle bindme et trindme s’il en posséde trois. ]

,—‘ Exemple 2 <

Voici quelques exemples de polynémes

1. p(xz) =1 — x est un bindme de degré 1.

2. p(z) = 523 — 342'2 est un binéme de degré 12. Son terme dominant est —34x!2.
3. p(x) = 32% — 22 + 1 est un trinéme de degré 2. Son terme dominant est 3z2.
4

.p(x) =1—2+ 2% — 23+ 2% — 25 est un polynome de degré 5. Il contient 6 termes et son terme

dominant est —z°.

\, J

Soit p un polyndme. Si a est un nombre réel, Pexpression p(a) représente la valeur du polynéme en a. Pour tout
nombre réel x, p(x) est un nombre réel.

Comme avec tout nombre réel, nous pouvons effectuer des opérations sur p(z). En particulier, nous pouvons
le multiplier par un nombre A. Nous pouvons également le multiplier par un nombre ¢(z) qui est différent a
chaque fois que le nombre z est différent. Nous pouvons l’additionner par un tel g(x) etc.

A chacune de ces opérations correspond une opération sur les fonctions polynémes. Toutes ces opérations
ne présentent aucune difficulté. Nous allons directement passer & certaines identités qui sont trés utiles dans la
pratique.

3.2 Identités remarquables

Nous rassemblons dans cette section un ensemble d’identités que 'on rencontre fréquemment dans les pro-
blémes.

1. (a+0b)? = (a+b)(a+b) =ala+b)+bla+b)=a%+ab+ba+b*>=a?+ 2ab+ b>.
2. (a—b)?=(a—0b)(a—0b)=ala—0b)—bla—>b) =a*—ab—ba+b*>=a® — 2ab+ b°.
3. (a—"b)(a+b) =ala+b) —bla+b)=a®+ab—ba—b>=a?— %

On montre de méme I'ensemble des identités remarquables du tableau 3.1, dont ’établissement est laissé en
exercice.
Montrons que 'expression a2 + ab+ b? qui apparait dans la factorisation de a3 — b® ne peut pas se factoriser

b\? b2 b\ 3
a2~|—ab+b2:<a+—> ——+b2:(a+—> + =b2.

2 4 2 4

Ainsi, on peut écrire a® + ab + b comme la somme de deux carrés. Or, cette derniére expression ne peut pas se
factoriser dans R. Ce dernier résultat découle du théoréme suivant

Théoréme 3.1 (critére de la racine)}

Un polynome p(x), de degré n, s’annule en x = a si, et seulement si, il peut se factoriser par (z — a)
p(a) =0 <= p(z) = (z — a)q(x)

ou ¢q(z) est le quotient de p(x) par (z — a) et est un polynéme de degré n — 1.

Preuve.

La réciproque est triviale, montrons I'implication directe. Supposons p(a) = 0. On peut alors écrire, en utilisant
I’identité remarquable de ™ — a™ qui est la clé de voute de ce théoréme

" — " = (m _a)(xn—l +x"_2a+z”_3a2 + ..'+w2an—3 +zan—2 +an—1‘
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Soit p(z) un polyndme de degré n

2

P(I) =cpz" + cn_w"*l Y L B 63.733 + 02x2 +cix+co

qui s’annule lorsque z = a
p(a) = cpa™ + cn—1a" 4+ ep_0a™ 2+ -+ c3a® + c2a® + cra+ o = 0.
On a
p(z) = p(z) — p(a)
= (enz™ + Cn_1z" P+ iz + co) — (cna™ + en_1a” Y+ +cra+ o)
=cp(@” —a") +eno1(@" —a" D+ te(z—a)
=cn(z—a)(@" L+ 2" 2a+ - F+2a" 2+ a7
+en1z—a)@" 24 +a" D+ Fe(z—a)
=(@—a)ea@" T+ 2" 20+ Fza" T 4+a" )t 1@+ F a4
<]
= (z — a)q(=),

ot q(z) = cn(z” 1 +2” 2a+---+za™ 2 +a" 1)+ .- +c1 est un polynome de degré n — 1.

,—I Exemple 3 N\

Soit p(z) = 2% —x — 6.

Pour factoriser ce trindme, on peut utiliser le théoréme ci-dessus. La premiére étape consiste a
trouver des valeurs de = qui annulent p(z). Aprés quelques essais au hasard, on voit que si z = 3, alors
p(3) =0.

Par le théoréme, on peut écrire

p(x) = (z - 3)q(z)

ou g(x) est le quotient de p par  — 3. On trouve g(x) en raisonnant pour obtenir p(x). En premier
lieu, p est de degré 2 et commence par x2 qui a un coefficient 1, ainsi ¢(x) commence forcément par
un terme en x, qui donne 22 — 3x lorsqu’il est multiplié par (z — 3). Ainsi

ale) =+

Ensuite, il faut que le terme constant ¢ soit tel que le produit de —3 et de c restitue le terme constant
—6 de p(z). Cest clairement le nombre +2. On a ainsi obtenu

qg(z) =z + 2.

On trouve finalement
p(z) = (z = 3)(z +2),

comme on peut le vérifier en effectuant le produit.
On peut également vérifier que si x = —2, on a p(—2) = 0. Dans ce cas particulier, on a pu trouver

q en appliquant de nouveau le théoréme, et remarquant que = — (—2) = = + 2.
| J

11 est maintenant clair que I’expression a? + b? ne peut pas se factoriser, car pour une valeur non nulle de a
donnée, il n’existe pas de valeur de b réelle, telle que

a’ 4+ b =0.

En effet, cela entrainerait
b= —a?

Or, on a vu que tout carré d’un nombre réel non nul est strictement positif. Ainsi, il n’existe pas de nombre réel
b dont le carré vaut —a?, un nombre strictement négatif. Le théoréme précédent affirme alors que ’'on ne peut
pas factoriser a? + b%, comme annoncé.

On peut appliquer cette méthode pour montrer qu’'un trinéme du second degré n’est pas factorisable, comme
nous 'avons fait plus haut pour a? + ab + b? en formant un carré parfait avec un des carrés (a?) et le double
produit (ab). Si la forme du carré parfait corrigé est la somme de deux carrés, ’expression ne peut pas étre
factorisée. Si la forme est celle de la différence de deux carrés, alors on peut factoriser I’expression en utilisant
I'identité remarquable associée.
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Dans le cas ci-dessus, on a trouvé

b\?  3p?
a2+ab+b2:<a+2> +T

qui est une somme de deux carrés et n’est donc pas factorisable.

Exercice 3.1.

Montrer que le trinéme z2

— x4+ 1 n’est pas factorisable en ’écrivant sous la forme d’une somme de deux carrés.

(a+0)* = a® + 2ab + b?

(a—b)?=a*—2ab+b?

(a+b+4c)? = a® + b + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc

(a4+b—c)? =a®+b* + c + 2ab — 2ac — 2bc

(a —b)(a+0b) =a® - b?

a? + b? n’est pas factorisable dans R

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b*

(a —b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b?

(a —b)(a® 4 ab + b?) = a® — b°

(a+b)(a® —ab+b*) =a’ +b*

a® + ab + b? n’est pas factorisable dans R

a? — ab + b® n’est pas factorisable dans R

((1 _ b)(an—l + an—2b+an—3b2 et abn—2 + bn—l) =a" —b"

si n impair

(a+b)(an71 o an72b+an7362 L abn72 +bn71) =a" + b

TABLE 3.1 — Identités remarquables

3.3 Fonctions rationnelles

Soient P(z) et Q(x) deux polynomes en z. Lorsque x prend une valeur bien définie, P(z) et Q(x) prennent
également une valeur bien définie. On peut alors effectuer les opérations usuelles sur les valeurs de P et Q. On
définit ainsi, point a point, les fonctions

P
o
Par exemple, définir la somme des fonctions P et () point & point, signifie

(P + Q)(x) = P(x) + Q(x).

Cela signifie que la valeur de la fonction P + @ en x est définie comme étant donnée par la somme de la valeur
de P en x par la valeur de @ en x.

P+Q7 P7Q7 PQ7
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On définit de méme les autres opérations entre fonction

(P=Q)(x) = Pla) Q). (P-Q)a) = P()-Qa), () = o)
Q Q(z)
Dans chaque cas, les opérations & gauche du signe égal représentent les opérations entre fonctions, tandis
qu’a droite du signe d’égalité, elles représentent les opérations ordinaires sur les nombres.
En ce qui concerne la division entre deux applications, par exemple entre deux applications polynoémes, le
résultat n’est pas forcément une application, & cause du dénominateur qui ne doit pas prendre de valeur nulle.
Ainsi, en général, le quotient de deux polyndéme est une fonction.

Définition 3

On dit que f est une fonction rationnelle, s’il existe deux polynomes P(x) et Q(x) tels que

,—l Exemple 4 \

Les fonctions suivantes sont des fonctions rationnelles
1. )
3x* —2x
fla) ===
C’est également un polynéme.
2. )
flz) = -
3. 5
-
4. )
20° —6x + 4
fw) = 72 — 4w +4
Ces derniers exemples ne sont pas des polynomes.

3.4 Division des polynomes

La division des polynomes se fait de la méme maniére que la division des nombres, & ceci prés que I’on procéde
par élimination des puissances les plus grandes de x, plutét que par les plus grands multiples du numeérateur.
Illustrons la procédure par quelques exemples.

D’abord, la division avec reste de deux entiers

58 | 7

qui signifie également
58 =T7-8+42.

Le nombre 8 est le quotient de la division et le nombre 2 le reste. Prenant appui sur ces considérations, on peut
effectuer exactement les mémes opérations sur des polyndémes et diviser un polynéme par un autre. On ordonne
les polynomes en puissances décroissantes de x et on procéde par élimination successive des puissances les plus
grandes aux puissances les plus faibles de x.
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/—‘ Exemple 5 \

Divisons n(x) = 3z* — 322 + x — 5 par d(x) = x + 1. Autrement dit, calculons

n(z) 3z*—32>+x-5
d(x) x+1

q(z) =

Pour la premiére étape, il faut multiplier  + 1 par 3z pour obtenir 3z*.

3t —3224+z-5]| z+1
— (32 + 323)
0zt — 323 323

On effectue la soustraction et on abaisse le terme suivant

3z —3224+2-5 | z+1
—(3z* + 323)
— 323 — 322 323 — 322
— (=323 — 32?%)
0z2+z—5

On termine en abaissant les derniers termes

3z —3224+2z2-5 |z+1
—(3z* 4 323)
— 323 — 322 323 — 322 +1
— (=323 — 322)
0z2 +z—5
—(z+1)
+0x — 6

Ainsi le quotient est 323 — 322 + 1 et le reste est —6. On a alors

4_ 9.2 _
3% =3z +x 5:3x3—3x2+1— 6

9(z) = T+ 1 z+1

ou encore

3zt =32 42 —5=(r+1)(32% - 32 +1) - 6

\

J

Il découle du théoréme de I’algorithme de division des polynomes qu’une telle division peut toujours se faire
avec éventuellement un reste r de degré inférieur au diviseur. Dans le cas d’une division par x — a, un diviseur
du premier degré le reste, s’il existe, sera une constante. On a alors le résultat suivant

Théoréme 3.2 }

Si I'on divise un polynéme p(z) par un bindme x — a, alors le reste de la division sera obtenu en
remplagant x par a dans le polynéme

pla) =r.

Preuve.

En effet, si le reste est r, alors on peut écrire

p(z) = (z —a)q(z) + .

Or, en x = a, le premier terme s’annule et donne le résultat cité.

,—‘ Exemple 6 N

Dans la derniére division donnée, on divise

p(z) =3z =322+ -5

par  + 1. On a trouvé comme reste —6.
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Si 'on remplace x = —1 dans Pexpression de p(x) on trouve

en accord avec le corollaire.

On obtient ainsi une preuve plus simple du critére de la racine 3.1

Théoréme 3.3 }

Soit p(x) un polynéme de degré n. Si le polynome est divisible sans reste, par  — a, si et seulement
si il s’annule pour x = a
p(z) = (v —a)q(z) < pla) =0.

Preuve.
Ce résultat découle directement du théoréme précédent. En effet, si le polynéme est divisible par * — a on peut alors
écrire, avec g(x) le quotient
p(z) = (z — a)q(z)
Il est alors évident qu’en remplagant x par a, le polynéme s’annule.
De méme si le polyndéme s’annule pour x = a, et qu’il n’est pas divisible par x — a, c’est qu’il existe un reste r tel que

p(z) = (x —a)q(z) +7r

Mais dans ce cas, en remplacant x par a, on voit que le polynéme ne s’annule pas, ce qui contredit notre premiére
supposition. Aussi un tel reste doit obligatoirement étre nul.

,—‘ Remarque 3 \

Lors de I'application de la méthode de la racine pour factoriser un polynéme, il convient d’essayer,
pour la valeur de a, les diviseurs du terme constant du polyndéme. En effet, si a est une racine possible,
alors

p(2) = apz" +---+ag=(x—a)(bp_12" +---+bg) =by_12" + - -- + aby

Ainsi le terme constant ag du polynéme de départ s’écrit ag = aby, et est donc un multiple de a.

. J

,—‘ Remarque 4 N

Lors de ’application de la méthode de la racine, pour éviter des divisions inutiles, il convient de tester
tous les diviseurs du terme constant du polynéme afin de sortir tous les facteurs possibles de la forme
(x — a).

Si ’on parvient a sortir autant de facteurs que le degré du polynome, alors le polynéme est com-
plétement factorisé et on peut arréter le processus. Sinon, on recueille les facteurs obtenus, on les
multiplient pour obtenir un polynéme d(z) et on calcule le quotient restant ¢(x) = p(x)/d(z). On
peut alors recommencer la méthode de la racine sur ¢(z), car certains facteurs peuvent étre présents
plusieurs fois.

Remarque 5

Lors de I’application de la méthode de la racine pour factoriser un polynéme de degré n, si ’on parvient
a trouver n — 1 facteurs, le dernier peut facilement étre deviné (cf. exemple).

Exemple 7

Soit a factoriser le polynoéme

p(z) = 227 + 52° — 202° — 582" + 222% + 1132% — 4z — 60
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On applique la méthode de la racine avec les diviseurs de 60 :

+ ]-7 71, +27 72, +37 73, +47 74, +57 757 +67 767 +107 7107
+12,-12, +15, —15, +20, —20, +30, —30, +60, —60

On vérifie sans peine que
Ainsi
p(x) = (z =z +1)(z +2)(z - 3)q(x)
ou q(z) est le quotient de p(z) par
(z—D(@+)(z+2)(z—-3) =22 -T2 +2+6
On obtient ainsi, en effectuant la division euclidienne
q(z) = 223 + 72* + 2 — 10
On reprend la méthode de la racine sur ¢(z), avec les diviseurs de 10
+1,-1,+2,-2,45,-5,+10,—-10
et on voit que
ainsi

q(z) = (z =z +2)(...)

ou le dernier facteur est nécessaire, car ¢ est de degré 3 et nous n’avons trouvé que deux facteurs
qui font ensemble un degré 2. Remarquons que ce deux derniers facteurs que nous avons trouvé pour
q avaient également été trouvés pour p. Ce sont deux nouveaux facteurs qu’il faudra ajouter a ceux
précédemment trouvés.

Ce dernier facteur est facile a trouver, car il fait que le premier terme de ¢ soit 222 et le dernier
terme 10. Or en développant les deux facteurs trouvés on a

(z—1D)(z+2)=a>+2—-2
ainsi il nous faut un facteur tel que
qz) =223 + 72 + 2 — 10 = (2 + 2 - 2)(...)

En comparant le terme de plus haut degré et le terme constant, on devine que 1'on doit forcément
avoir
e =2x+5

Nous avons maintenant trouvé autant de facteur que le degré 7 du polynéme p, on peut ainsi conclure

p(z) = (z = 1)*(z + 1)(z +2)*(z — 3)(2z +5).

\, J

3.4.1 Meéthode de Horner pour la division par x —a

En observant les termes successifs de la division des polynémes par un binéme, on constate une régularité
que 'on peut utiliser pour simplifier cette division.
Soit a diviser le polynéme
p(z) =323 —T2? + 2 -8
par le binéme = — a qui dans notre cas sera  — 2. On s’attend & trouver un reste r = p(2) = —10.
La méthode de Horner consiste a faire un tableau dans lequel on place les coefficients de p sur la premiére

ligne en isolant le terme constant. La deuxiéme ligné est utilisée pour les calculs et la derniére ligne contient le
terme a = 2 de z — 2 et le résultat du quotient. La case de droite recevra le reste de la division.

3 =7 1] =8
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Pour la premiére étape, on abaisse simplement le coefficient dominant de p dans la derniére ligne

3 =7 1] =8

213

Puis on multiplie 3 par a = 2 que 'on place en dessous du deuxiéme coeflicient de p

3 -7 1] -8

213

On additione alors les nombres de la colonne

et on recommence

3 -7 1 | -8
6 -2
213 -1
jusqu’a remplir la derniére case a droite
3 -7 1 -8
6 -2 -2

213 -1 —-1|-10

La derniére ligne aprés a = 2 contient les coefficients du quotient

q(z) =32 —2 — 1

et le reste r = —10. On peut ainsi conclure
p(a:):3x3—7x2+x—8:3x2_x_1_ 10
x—2 xz—2 T —2

3.5 Factorisation

3.5.1 Meéthode des racines

Grace au théoréme de factorisation des polynémes, on peut chercher & factoriser un polynéme en trouvant
les valeurs de = qui annulent le polynéme. On appelle ces valeurs particuliéres de x des racines ou encore des

zéros du polynéme.

,—l Exemple 8

Soit p(z) = 2?2 — 3z + 2.
Ce polyndéme s’annule pour x = 2, en effet

p(2)=(2?%-3.24+2=4-6+2=0.

On peut alors I’écrire sous la forme
p(z) = (z — 2)q(),

ot ¢(z) est un polynéme de degré 1 et de coefficient 1, soit g(x) = z — b. On trouve b en disant que
p(z) = (x — 2)q(x) = (x — 2)(x — b) = 2 + 4bx + 2b = 2% — 3z + 2.
Ainsi, on voit que seule la valeur b = 1 convient et on a

p(z) = (z = 2)(z - 1).
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3.5.2 Meéthode par factorisation et regroupement

Une autre méthode de factorisation des polynoémes consiste & mettre en évidence certains facteurs communs
dans les termes et de regrouper les termes semblables.

,—‘ Exemple 9 N

Soit le polynéome p(x) = 2° — 32* + 22%. On a

p(x) = 2° — 3z + 223
=23(2% -3z +2)
=23(2? — 20 —x +2)

= a*(z(z —2) — (z - 2))
(

23z —2)(z —1).

3

Apreés factorisation par x° on a opéré une séparation du terme —3x en —2z —z ce qui permet d’extraire

un facteur commun x — 2.
\.

3.5.3 Trindtme du 2° degré : somme et produit
Supposons que l'on veuille factoriser un trinéme du second degré
p(z) =2® + bx +c.
sous la forme
p(z) = (z+m)(z +n).
Il nous faut trouver les termes m et n. Nous allons maintenant déterminer une stratégie qui permet de trouver
ces termes dans des cas simples.
Supposons le probléme résolu. Nous avons alors
22 +bx+c= (x+m)(z+n)
=22 + max 4 nx +mn

= 2% 4+ (m +n)x + mn.

Comme on veut que I’égalité soit toujours vraie, quelle que soit la valeur de x, on doit avoir les égalités suivantes

m+n =b

nm =c.
Il découle de cette derniére relation que si 'on trouve deux nombres m et n dont la somme est égale au facteur
de x et dont le produit est égal au terme constant, alors on peut factoriser le trindme. L’exemple suivant illustre

cette méthode.
Notons toutefois que cette méthode n’est applicable que si le coefficient de 2 est 1.

,—I Exemple 10 N

Nous désirons factoriser le trindme

p(z) = 2% — 22 — 35.

Il s’agit maintenant de trouver deux nombres m et n tels que
m+n = -2
mn = —39.
Nous commengcons par décomposer le terme constant en facteurs premiers en ignorant le signe —. Ici

c’est assez simple, on a
1 et 35, ou 5et 7.
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et la forme factorisée s’écrit
p(z) = (x —7)(z+5).

trinéme de départ.

.

Parmi ces deux cas, seuls le deuxiéme a deux facteurs qui différent de 2. Ainsi le bon choix est

Pour vérifier que 1’on a bien le bon choix, il suffit d’effectuer le produit et voir si I’on retrouve bien le

3.5.4 Trinéme du 2° degré : cas général

Que faire si le coefficient de 22 est différent de 1.
Supposons que 1'on veuille factoriser 1’expression

p(z) = ax® + bz + ¢

sous la forme

p(x) = (mx +n)(m'z +n').
1l s’agit de trouver une stratégie pour obtenir les facteurs m,m’,n et n’.
Comme dans le cas précédent, effectuons le produit de la forme factorisée

(mz +n)(m'z +n') = mm'2* + mn'z + m'nz + nn’
= mm/z? + (mn' + m/n)x + nn'.
En identifiant le polynéme de départ avec cette derniére expression, on a

az® + bx + ¢ = mm/z* + (mn’ +m/n)z + nn’

d’ou
mm'’ =
mn' +m'n =

nn' =

o = o

En multipliant la premiére égalité avec la derniére on trouve

{mn'—i—m'n =0

mm/nn’ = ac.

qg+r =b
qr = ac.

Posons ¢ = mn’ et r = m/n. On a alors

La stratégie de résolution consiste alors & trouver deux nombres ¢ et r qui vérifient ce systéme d’égalités.

De cette fagon on a

p(z) = ax® +bx +c = ax® + qr +rz +c.

En d’autres termes, on a pu séparer le terme bz en une somme de deux termes gx + 7.

Par construction, a et ¢ sont divisibles par m. De méme, r et ¢ sont divisibles par n. On peut alors procéder

par regroupement

p() = (aa? + qz) + (ra + ).

et terminer en factorisant m de la premiére parenthése et n de la deuxiéme.

Illustrons la méthode sur un exemple.

,—l Exemple 11

Soit a factoriser le polyndéme

Il faut commencer par déterminer ¢ et r tels que

115

p(x) = 622 — 13z — 5.

g+r =13
qr =-30 (=6-(-5H)).
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q =-15
r =2.

On peut alors écrire le polynéme sous la forme

On trouve

p(z) = 62% — 152 + 22 — 5.
En regroupant et en factorisant on obtient successivement

p(z) = (622 — 15x) + 22 — 5
=3x(2z —5)+2x -5
= (3z+1)(2z - 5).

On a ainsi pu factoriser le trindme donné.
| J

3.5.5 Stratégies de factorisation

En définitive, pour factoriser un polynéme, il convient de tenter les méthodes suivantes
Mise en évidence.

Utiliser la méthode des regroupements.

Utiliser les identités remarquables.

Essayer la somme et le produit pour les trindmes de coefficient dominant égal a 1.

AR .

Essayer la méthode du trindme général pour les trindémes de coeflicient dominant différent de 1.
6. Utiliser le théoréme 3.1 et la division des polynémes.

Il est fréquent de devoir utiliser une combinaison de ces méthodes pour venir a bout de certains problémes.

3.6 Exercices

3.6.1 Polynomes

Exercice 3.2.

Calculer la valeur numérique des polynémes suivants
1. z(y+z)pourz =2, y=—-let z=—1

zy+xzpourr=2,y=—1let z=—1

rz+y?pourz =3 et y=—5

(r+y)? pourx =5ety=—5

2?2+ ypour z =2 et y=—3

22 —x — 6 pour z = —2

2% — 52 + 6 pour = 3 et pour x = 2

—22 + 32 — 1 pour x = —2

© X NS TN

—323 + 2 — 1 pour x = —1

,_.
e

—2%y? + 3zy —y? pour x =2 et y = —1

—_
—

ad—ydpourz=—-2ety=—1
12. 23 + 3 pour x = —% etyz%
Exercice 3.3.

Effectuer les additions ou les soustractions suivantes, indiquer le degré du polynéme obtenu et ordonner le
polynéme

L (z* =23 +2)+ (22 — 22+ 5)
222 —3x +1)

=225 + 322 — 1) + (—2® — 323 + 2% — 5)

+
+

oUW
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6. (233 =322 +2)+ (=bz* + 2 — 1)+ (—22 — 3)

7. (3x 4xy +9%) + (222y? + bay? + day + 1) + (=5z?y? — y? — bay? — 1)
8. (2z +1) — (3z* — 23 - 2)

9. —(3x +22—1) — (=322 + 22 + 1)
10. (g -5)— (2= 3—2$2—1)
11. (5x3y3 — 22%y — 22 — y?) — (—22%y + 2y — 222 + 5)

12. (2:1:2y —3xy — 4) (222y? + 32y — 5)

Exercice 3.4.
Effectuer les multiplications suivantes et ordonner le polynéme obtenu

1) zy(—22%y?) 2) (=52%y)(—2xy)

3) (Bay’2?)(22°y2") (—ay) 4) (3z*"1y) (52" 1y?)

5) 6x(x — 3) 6) —dz?y(2z — y)

7) —2ax2y(—3x2y + 4ay) 8) (22 + 22y + y?)2?

9) —3oy*(32% + 3v°) 10) 6™y?™ (2"~ 1+y )

11) (2 — D)(x +2) 12) (22 — 3)(z — 5)

13) (v —y)(3z — 4y) 14) (x + 1)(2z + 1)(z — 3)

15) (2x — )(x2+5x+6) 16) (x —y + 2)(zy + yz + 22)

17) (z — y)(@® + 2%y + 2y® + ¢°) 18) 4z (z + y) — 2z(z — y)

19) (z+y)Bx—y) — (. —y)Bzr+y) 20) 3z —1)(1 —4z) — (4o — 3)(z — 2)
2D) (—y+2)(@ty) —(@+y—2)y+2)— (-2 —a+2)y
22) (x> +(n—Daz+1)+ (22— (n— 1)z + 1)

Exercice 3.5.
Ecrire immédiatement les produits suivants

1) (x +3)(x +5) 11) (22 +4)(2% - 1) 1) 2z —1)(z 3)

) (r+5)x-2)  12) (@ —3)2+5)  22) (Br—2)2e—1)

3) (z—=3)(z+2) 3) (¢2 —8)(z* — 3) 8) (4z +3)(7w = 2)
D-Da-5 ) (@b +2)  20) (22 - B2 1)

5) (a+3)(a+2) 5) (2% + a)(z? + 3a) 5) (222 + 3) (2% + 2)

6) (a—4)(a+5) 16) (x2 2a)(x? —4a) 26) (22 +2+2)(x+1)

7) (z+a)(z—b) 7) (a —2z)(a + x) 7) (a? —ot3)(r—2)

8) (x —a)(x —b) 8) (a — 3x)(a — x) 8) (3 + 2% — 2 +2)(x+3)
9) (x — 2a)(z + 3a) 9) 2z +1)(z —5) 9) (2% + 3z + 1)(22 — 1)
10) (z — 3a)(x —ba) 20) 3z +2)(z + 1) 0) (22 +2-3)(z?2 -2 +1)

Exercice 3.6.
Former le carré et le cube des bindmes suivants
Daz+y 2)x—a 3) 2a+b
4) ax — by 5) 1 — 4abe 6) 2% — 3b°
7) 2ab%c® -5 8) —0.3a% + 0.20° 9) a™ 4 b
10) 2a®™ —3b?"  11) —ab™™ +a™ T 12) az™ ™! — 2by" !

Exercice 3.7.

Ecrire immédiatement les produits suivants
1) (a+3)(a—3) 8) (a+b—c)la+b+c)

2) (z —y)(z +y) 9) (a® +b* — ab)(a® + b* + ab)
3) (a? — b?)(a® + v?) 10) 2z —y —32)(2z+y + 32)
1) (—az + b)(az +b) 1) (z - y)(a + )@ + )
5) (—2a — 4b)(2a —4b) 12) (a® —4a +4)(2 — a)

6) (22y> + ) (2zy? — c2) 13) (2% + 3)(z* + 9) (2% — 3)
7) (3a?z3 + T0%y?)(3a%x® — Th*y3)  14) (a® + 4a + 4)(a + 2)

Exercice 3.8.
Effectuer les opérations suivantes et réduire le polynéme obtenu

1. 32—2)2 =5z +1)2

2. (z+1)y—(z—1))2

3. Bz +y) —2)? = Bla+y)+2)°
4. (zy(z —y))®

117
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5. (x+y)* — (v —y)® - 62%y

6. (v +2)°—4(z+1)3+62° —4(zx —1)3+ (v —2)3

7. (¢ —zy)? — (2% —xy — 29°)* + (y(z + 2y))°

8. 10(x —1)3 = 2(3(z — 1)2 — 5(1 — 2)3)

9. 36(x —2)* —9((x — )(2?+2+1)+42 - 2)Y) +9(x + 1) (2?2 =2 + 1)

Exercice 3.9.
Effectuer les opérations suivantes et réduire le polynéme obtenu

1. (a® +ab+ b?)(a® — ab+ b?)

2. (2% + 27— 1)(2® — 20 + 1)

3. (a+2b+c—d)(a—2b+c+d)

4. (B + 22+ +1)(2® -2 +2-1)

5. (a® + 2ab+ b? — ¢2)(2ab + b* + ¢ — a?) — (a® — 2ab + b? — 2)(b? — a® + 2
6. (a+b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)

7. (a+2)(a® —2a+4) — (a —2)(a® + 2a + 4)

8. (a+b)(a® + ab+ b?)(a — b)(a® — ab + b?)

9. (49’ —(z—y)° - (2* —9?) = (x —y)(@® + 2y + )

10. (a+b+c)?>—[(a—b—c)? = (a® +b? + ?) + 4a(b + ¢)]

1. (a+b+c+d)?+(a—b—c+d?+(a—b+c—d)?+(a+b—c—d)?
12. (a+b)* + (a* +b*) — 2(a® + b + ab)?

13. a(b+c)(b? + c? —a?) + blc+ a)(c® + a? — b?) + c(a + b)(a® + b? — ?)
14, [(z+ Dy — (o= DP = [(y+ 1o — (y — 1P

15. [(1+2)° + (1 +2)’y + (1 +2)y* + y°] = Ba(z + 1) + y(y + 1) + 22y + 1]
16. (8a® — 2%)(8a® + 2°) — (4a® — 2%)[2a(2a + 2?) + 2%][4a? — 2%(2a — 2?)]

3.6.2 Factorisation et identités remarquables
Exercice 3.10.
Calculer mentalement

1. 192,212,222 292 412 422

2. 19-21,29 - 31,41 - 39,18 - 22

Exercice 3.11.
Calculer 1es carrés de bindmes suivants

1) (z +5)2 2) (7T—x)?

3) (2z + 3)? 4) (5x —4)?

5) (—2x — 5)? 6) (az — by)?
)(2w2+1) 8) (« +y)

) (37— 1) 10) (57 + 5v)°

11) (a" +y ) 12) (32" —y™)?

) (3x2m _ 3n) 4) ( n—1 _ xn—ly)Q
15) (az"*ty — bay"*)

Exercice 3.12.

— 2ab)

Compléter chacune des expressions suivantes de maniére qu’elle devienne le carré d’un binéme

1) 22 +6z 2)22+25  3) 422 — 20z
)22 —x  5)y +4dry 6)zin+1

Exercice 3.13.
Compléter les carrés dont font partie les binémes suivants

1) 422 + 4x 2) 4a*b? 4+ 9
3) 16a* — 8a?y? 4) 9b* 4 16y°
5) 9a° — 30a3b* 6) 16a%b* 4+ 9a*b°
7) 4m + 4a2my3n 8) 4pdm + 9y4n
9) 16y*b? — 16y*bc 10) 4(z — y)? + 81a?
11) 16(2a + b)? —40(2a +b)  12) 0.04a?b? + 0.09a*c?
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Exercice 3.14.

Former les carrés des polynomes suivants

)a+b+ec 5) 322 + 4 +3  9) 2® — 522+ 2z +1
2)a—b+c 6) 22 —5xr+1 10) 2 —x — 2% + 322
3a—b—c 72?2 —2x—-5 11)a—-b+c—d
HYa—c+b+d 8 a®-b+1 12) 2z™+L — 3z™ 4 4gm— L,

Exercice 3.15.

Utiliser les identités remarquables pour effectuer les opérations suivantes
1) (x = 5)(x +5) 2) (4x —T)(4x +7)

3) (@ +y?)(a® —y?)  4) (3zy +2)(3zy - 2)

5) (" +y™) (@™ —y™)  6) (daPyz — 7)(7 + da?yz)

7) (z+y+3)? 8) 2z —y —2)?

9) 3z +2y — 1)? 10) (z+1)°

11) (2 —2)3 12) (2x —1)3

13) (2 — 3y)° 14) (z* —y°)°

15) (32" —y")? )(x2 )( —2*y? +y?)
17) (z — 3)(2® 4+ 32 +9) 18) (z + )(:p —2zx+4)

19) (2® —y)(2® + 2%y +y?)  20) B3(z +y) = 2)B(z +y) +2)

Exercice 3.16.

Former le terme en 22 de chacune des expressions suivantes
1) (2 — 3z +2)(2% + 2) 4) (22 — 3xy + 2y?) (522 + 2zy — Ty?)
2) (22 — 5z? + 2z — 4)2 5) (z+y)*(z —y)?
3) (z3 — 222 + 42 —8)(z +2) 6) (2% —ax)? — (22 + ax)?

Exercice 3.17.
Pour chacun des polynémes suivants, effectuer la substitution indiquée
1. pa)=a3+322-2r+6etx=y—1
_ .3 2 _
2. p(x) =2 +azx®+br+cetz=y— %
3. p(x) =t + 423+ 622 +4r+5etx =y —1
Exercice 3.18.
Soit deux applications f et g définies dans R. Déterminer, dans les cas suivants, les applications composées
fof,feg,gofetgog.
1. f:ox—=3x—letg : zra22+1
2. f tax—a2?—2x+2etg : x+22—3
3. f:ax—=ax?—letg : x— 22 +5x—3
4. f :x— a3 —2zxetg : z—2x+1

3.6.3 Division des polyndmes

Exercice 3.19.
Effectuer les divisions suivantes de polynoémes. Ecrire le résultat sous les deux formes comme en page 110.

5% — 1522 ) (—bx)
27x% + 623 — 922) : 322

(

(

(

(

(24a3x 18(12:c4 + 6ax?) : 3ax
(— 6:52—596—8) ((2z+1)
(223 — 52% — 4x + 8) : (z — 3)
(23 — 52?2 — 22 +24) : (x —4)
(2$ + 322 — 232 — 12): (22 + 1)
(=622 + 13z +5) : (—2x +5)
(92% — 1823 — 522 — 192 + 20) : (3z — 4)

R B e e

—_ =
— O
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12. (6z* + 723 — 922 + 52 — 1) : (32 — 1)

13. (2m5—x — 223+ 222 +x): (22— 1)

14. (—2° +22% — 722 + 92+ 3) : (2% - 3)

15. (x7—2w —3+ 22+ +1): (2t =1)

16. (82° — 62° — 122 + 923 + 822 — 262 + 15) : (4w — 3)
17. (x5—5x —b5z% +4x+3): (2% — 22— 1)

18. (z* — 1023 4 2322 4+ 10z + 2) : (2? — 5z — 1)

19. (22 + (a+b)x +ab) : (z +a)

20. (2® — (a + b+ c)x? + (ab + be + ac)x — abe) : (v — a)
21. (2t —ax® + (b— 12?2 +ax —b) : (22 — 1)

Exercice 3.20.
Déterminer le nombre réel a de maniére que le trinéme az? +z — 1 soit divisible par le binéme z +2 (sans reste).
Méme question pour le trindme 22 + ax — 2 et le bindéme x + 1.

Exercice 3.21.
Montrer qu’il n’existe pas de nombre réel a tel que le polynéme z3 + 222 — ax + 1 soit divisible par le binéme
2
e — 1.
Par quelle valeur faut-il remplacer le terme constant (le terme +1 du polynéme) pour qu’une telle valeur de
a existe ?

Exercice 3.22.
Pour chacune des fonctions réelles f définies ci-aprés, déterminer les valeurs entiéres positives de la variable x
dont I'image par f est un entier positif (commencer par modifier I’écriture de f(z) en effectuant la division).

) Sy =24 2) fa)= 2
) f(a) = 00 y f =
5) fla) = =11 ) fla) = e

Exercice 3.23.
Effectuer les divisions suivantes

1. B22 - Ba+b—-3)z—3a—10b]: (z+1)
2. [22% + x(4a —b) +2a% —ab] : (2x + 2a —b)
3. (6a*™ — — 82a®™ + 81a™ + 36) : (2a™ — 3)
(4a2m+4 + 6a%mH3 — g2mF2 4 5g2mHL _ 242m) ¢ (gL 4 20™).

Exercice 3.24.
Les divisions suivantes ne se font pas exactement. Dire quel est le degré maximum du reste, puis effectuer la
division

1. (62° + 5z — 2523 + 3122 — 122 + 5) : (222 — 3z + 2)
2. (1202 4 15423 + 712% + 14z + 8) : (622 + bz + 1)
3. (a” —4a% + 2a° + a* — 3a® + 2a — 6) : (a® — 3)
4. (a* —a®b — a®b® — ab® — b*) : (a — 2b)
5 (a®—2a° +a*+2a3+1):(a®+a®—a®+a+1)
Exercice 3.25.

Déterminer les coefficients littéraux de maniére que les divisions suivantes s’effectuent sans reste ; écrire ensuite
le quotient

1. (22 +ax +12): (z — 3)
2. (22 +ax +15): (z +3)
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23+ ax® + 192 —12) : (v — 1)

3zt — ax3 + 82 — 2ax — 20) : (z — 2)
8zt —3x +a): (2 —1)

223 +az? +3z —1): (22 + 1)

23+ ax® +br +6) : (v —2)(z — 3)

4t + 723 —az? +bx +24) : (x —2)(z +4)
v+ azd + 322+ 22+ b) 1 x(z + 1)

23 —52% +ax +b) : (v — 1)?

3 +ax? — 9z +b) : (z+1)?

22+ 4x? +ar+0b): (22 + 1+ 1)

4ot + azd + 722 +br +3) : (222 + 2 + 1)
2z — 5a3 + ax® — 2z +4b) : (222 —x — 1)

© ® NS T w

(z°
(
(
(
(
(
(
10. (
11. (a3
12. (
13. (
14. (

3.6.4 Fonctions rationnelles

Exercice 3.26.

Simplifier les fractions suivantes et les factoriser si possible

9223 —4a3y
1) 2) ——
3zy 12zy
162y — 15209322
3) 513 4 — 2=
24z —3x?y
6z + 18 7
5) 3 6) 14x — 21
27023 — 30z xy
) ——— 8)
x Tz + 2y
—a? 3z -3
9) rT—x 10) x — 3y
S+ 5T — S5y
1) ax + ay 12) Tr—Ty
bz + by 8y — 8x
3 _ 2,2 _ 03 g dy 2
13) 537?/ 5x3y 14)1‘3/ x?J +ay
3y — xy x3y?
3 —a? 18zyz — 15
15) xg x2 16) TYZ xy
3+ 12zyz — 102y
x+4 .’E2 _ y2
17 18
) 222 — 32 ) T+y
zt —yt 22 —6x+9
19 20) ——
) x? —y? ) x—3
| (x+1)3
21 22) ———
) x2 -1 ) x4+ 1
-2 1 — 922
03) L2 LY 24) —"__
Yy: —x 152y — by
2 2 b b
25) x*—9 26);v +(a+b)x+a
—2x—15 24+ (b+c)x +be
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22 —6x+8

2
7 16 — z2

22 —y? —2yz — 22

29)
rT+y+z

24 + 2022 + ot
azr* + bx* — ay* — byt

31)

2?2 —6zx+8
3 —5x2 + 22+ 8

33)

Exercice 3.27.

23 4622 + 120+ 8

2
8) 222 — 8
2 —5x+6

30) 3 5

3 — 92 + 27x — 27
32) —a3 -2+ r+1

—I5+I3—I2—|—1
34) 23 + 522 + 42+ 1

3 +322+3zx4+1

Effectuer les additions ou soustractions suivantes (simplifier le résultat obtenu le cas échéant)

)x m+5x 2)336 2r  bx
2 3 6 5 15 4
10z 8x 27z ax br cx
v o 2l 4) 22 2
S VR T Vom0
x 1 11
ERY’ oLyl
y oz AT
T z r oz
7 — — — 8) — — —
)5y 3y )y2 Y
1 1 1 3r—2 2x—3 z-1
9) - 4 — — — 10
):c 2 3 ) 7 6 21
—2x—5 3x—1 4dxr-—1 dr+4 —15z+12 —x—2
11 — 12 —
) =% 5 T o ) =3 8 6
13)1- 29 23
z+y z+3 x+6
—1 1 1 4 3
15 16 —
)x—1+x+3 )x—l x—2+x—3
— 2 3
17)u_m 18) -2
r+y T—y 22-1 x+1
8 4 2 -7 4 5
19 - - 20
)xQ—l r+1 2x—1 )2x2—32+43x—|—12+123:—48
2 2 -1
21) r+y 2xy+2y 22) B
T—y x2 —y? 3—x 22-9
-5 8 2
23 —
)x2—3x—|—2+x2—|—3x+2 2 -1
—12 15 2
24 —
)x2+2x—3+x2+x—6 2 _3x+2
25) x4+ 11 T+ 5 z+1
22 4+2x -3 x242x—-2 2245x4+6
26) r— 18 z+9 r+ 14
22 —x—-12 2248z +15 22+z2-—20
27) T+ 2 _z2+2m71_3
4o — 8 622 — 24 3z
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2) z—1 1 2% +5
34222 +2x+1 -1 —z23+1
29) —22% +x + 3y z+1 z—1
2t — 22292 + oyt 42y — a2 — 3 | 2B — a2y — ay? + B
xr+y Tr+z Y+ z
30)
22—(z+yz+ey yYrP—axy—yz+xzz a?-—zz—zy+yz
Exercice 3.28.
Effectuer les multiplications suivantes
2 1
1) - — 2) —3z%. —
)3 4x ) 3z 5z
422 2192 —1523  22%
3)i y 4) r ez
Ty 2z 4y 3y?
5)3672 276.—335 6)£2~_2$5 v’
5 3 52 yd o y? 227
7 —195:1:4y2.—42xz2 8) T+ 2 .cc—l
722z y3 5zx—-2) 6
-1 1 3 3y 8xr—8
9)9: .er 10) T + y o Y
y? y 4 3
T + 5y 36 x-—3
11) (2® — 25y%) - —— 12 :
) (@ V)T, )32 6
13) 622 Ty 14) T+ xy .x2—2x+1
2 —y? 2zy y — 2zy + 12y x?
15)9:2+x+1'x2—1 16)9502799:—54.93271
2—x+1 z+1 22+2x—3 3x—9
1) z?—25 1722 — 17z — 34 22 -1 2?42z 41
3 4+ 322 + 3z + 1 6 — 6x 2243z —10 5lx — 255
Ty a’® - b3 422 — 16

18)

da—4b 2wy +4y a®+ ab+ b

19) (1 - 22) - (135—2)

r—1

20) x—l_a:—?) ac—l—l_a:—l
r+2 x-—1 r—1 x+3
4 2 2 —y?

21)( + )x Y

rT—y TH+vy 3z +y

- ot — gt st a?? f oyt r4y
) = 2’ 3 3 T2 3
a2 +ay+y sty 2y +y
x—y > rb—a\? r—y
23) . 24)
a—>b y—x a+b

Exercice 3.29.
Effectuer les divisions suivantes

2n a+b 2n+1
y—x
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-1 3
1) —:—
)233 8x

2
3)13:—6
x

Tr+ 14y -7

R 3

2731‘2—393;. 39
22—y x—y

7)

x2_y2' x—y

x x4y

Byt x+y
-y x—y

11)

CE2 —x

2) = —
) 27 15
222 6xz
4) = —
oy Yy
2z oz
y2—ay w—y

6)

2 +6x+8 . 22 +3x—4
14 ' 42

8)

125 — 2% 2 -5

10) 125+23 "z+5

-1 _ac3+:v2—|—x+1
v -y PP +2y-3

12)

14) x27y2+2y2722_x7y+z

22 —y?—2yz—22 z—y—=2
1 2 3 1 1
16) [+ =2 ) (==
) <x2 +x3 x4> <x3 x)
2
o))
Y T y
9 9
20) (z° —5x +6) : ﬁ_l

3+ 7 1
22) (2% — 22 +4— :
)(ac T erZ) T+ 2

Exercice 3.30.

Simplifier les fractions composées suivantes

5 4 3 7
1) s 2) 5 v 4) 6t 1
15 L 2 5
15 21
1 3 2 1
5) 215 6) L5 "1 7 — L
1-2 3-34+% 3+ 51
5 1710 2+
11 e 1
8) +4—3 9) 2+ 5 T 10) 2—3
[ s o +z%% 3732
r—Z _ 1 2 _ 1
Y x+1 x—3 x+3
1) 12) —— 18) 55—
Yy x—1 z+1 x+3 x—3
=4z L 1 e
14) T—y zzf_;;y 15) ZL’;I :L’Jlrl 16) wa Yy — 1-2211
1+ 2 —y2 z+1 + z—1 2x—y 42y
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T Y 2zy
17) vty T oy Ty

1 1
@2 T @t

2

r—y

(z—y)?
2 —xy — q-=z

19)

(2 () (i)

Exercice 3.31.

1
18
) — =
1
20) 3 — .
2 1_1fz=
1—-2x
T+2 | a2 +3 +3
2) - T+ﬁ B i
— _,'_Ll z—5 I 5
T2 T Iz=1)

Soit les deux fonctions rationnelles f et g définies respectivement par

Calculer (f o g)(x), (g0 f)(x), (f o f)(x) et

Exercice 3.32.

fa)= =" et gla) =211

z—1"

(g0 9)(x).

On considére un ensemble E d’applications d’une partie de R vers R, muni de la composition des applications.
Démontrer dans chaque cas que la structure (E, o) est un groupe. Est-il abélien ?

1. B = {f07f17f2af3} avec

fol) =, file) =7, @) =—v o) = 1.
2. E={fo, f1, f2, f3, f1, f5} avec
fow) =w, h@ =1, h@)=1-z fz)=
_z—1 T
i) =2 ) =
3. E:{anf17f27f37f47f5af67f7} avec
fol@) =2, fil@) =, hl) fole) = .
i) =T B =T el = 2

3.6.5 Factorisation de polyndémes

Exercice 3.33.

Décomposer les polynémes suivants en un produit de facteurs a ’aide de mises en évidence

3
25232 — 1022y
alx +y)+blx+y)
(z—y)+talz—y)
a

) ax + ay + bx + by

) (@-=1)(y+3)—(1-2)
)(x+y—z)(x+2y+3z)
16) 1+ 22 + 23 + 2% + 25 + 26
)2x7zy2n+$2nyn

) 3n 2 4l,5ny +x2n+ly3

2) ax + 2ay — az

4) 18z%y322% — 622y? 22

6) a(z +y) — (z +y)

8) a(x +y) 4+ b(z +y) + c(z +y)

10) z —zy + 5 — 5y

12) ax + by — bx — ay

14) (@ +y)* + (= +y)(z —y)
(z—z—y)(z—y—32)

17) 2" + 2™y

19) m4ny2 _ xBny
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Exercice 3.34.
Décomposer les polynémes suivants en un produit de facteurs a ’aide des identités remarquables

2) 22 —6x+9
4) 1 —4x + 422
6) 422 + 2z + 1

1) 22 + 10z + 25
3) x2 + 4y + 4y?
5) 2 —x+1

Exercice 3.35.
Mettre en évidence les facteurs communs
1) 10ac? + 15a%¢ 5) (a—b) +z(a— b)
2) 122%y? — 182> + 2423y —44az™ + 286a 2gntl
3) 12a2:r3 30a32? + 18ax* maAng M gp2nymAn _ png2m
4)

6) 66a3x”+2
WK
(x—i—y)—l—b(x—i—y) )7xm+3 n— 2+14xmyn+1 + 21g™~ 3yn+4

Exercice 3.36.
Décomposer en facteurs par la méthode des identités

1)a®-9 2) b? — a®™ 3) 23y — xy?

4) a? — 16b° 5) a* — 9b? 6) a? — 2522

7) 32a2 — 2b? 8) a?x? — b?x? 9) 422 — 16a?
10) 2b2 2—m?  11) 50z — 292 12) 256x — 64a*
13) a®2? — 8122  14) 162%y* — 121y* 15) zty? — 22y*
16) 3a x—3ax®  17) 150a°b% — 24a%b®  18) 37a r — 333a3x
19) z* — 81 20) 81z* — 625a* 21) 322* — 2a*
22) 3am — 3ay 23) 3x° — 4828 24) pllyt — 25410
25) m3 :I: n? 26) 6zy> + 62 27) 3235 + 243y°
28) 125x 29) 192x6y6 218728 30) a”b — ab”
31) 210 — xyl® 32) a®™ — 9a’my>n 33) 3225 — 243
34) 34323 — 51265 35) 6406 — 1 36) 72945 — 64
37) (a —b)* — 38) (a+b)* — (v —y)°
39) (5a + 2b) (2b — Sa) 40) (z + a)? — (32 — 2a)?
41) (4 — a)? — (4a — z)? 42) (a+b+c)? — (a — 2b— c)?
43) (z+1)* = (z - 1)? 44) (a+0)° + (a —b)°

Exercice 3.37.
Décomposer en facteurs par la méthode des groupements
1)a272ab+b2—1 2) a? — y? — 22y — 22

3) a® — b? + 2bc — 4) 22 =2z —y* +1
5) 2% — 4y? +4y—1 6) cy+y+c+1
)43@ + 22 — 992 —3y )c +d d2—c
) — b2+ a’y — 10) 5a —20a — 4
)a —2a3+a—2 )b2 —b2—ay—|—a
13) ax —4da+4 14) 8yt —8y* +y —1
15) 3 +4a:—5 16) 3+6x+7
17) a* + 5a% + 4 )a—2a +1
19) a* + b* + a?b? 20) 4zt + y* +3x
21) a® — b* + 22 —y 2 2(az — by) 22) a? —b2 c —|—d2—2(ad—bc)
23) 2a3 — 2a%b — a® + ab+ 2ab® — b*  24) 28 — 425 — 22° + 823 + 2% — 4
Exercice 3.38.
Décomposer les trindbmes suivants
1) 22 — 8z + 12 8)x2+5:r—14 15) 422 + 2 — 5
2) 22 — 14z + 13 9)x +20x + 19 6) 1122 + 28z — 15
3) 2% — 222 + 85 10) 22 — 42 — 12 7) 62* + 522 + 1
4) 22 —4x -5 11) 222 + 92 + 7 18) 21z* — 822 — 5
5) 2% + 10z + 16 12) 222 — 22 — 24 9) 4522 — 39zy — 6>
6) 22 — 1152 + 1500 13) 622 + 150 +6  20) 1222 + 34zy + 1042
7) 2% — 4z — 32 14) 2722 — 75z +48  21) 22 + 22y — 3y,
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Chapitre 4

Equations et inéquations

4.1 Introduction

Dans bon nombre de problémes, on a une fonction f(x) qui nous donne la valeur d’une grandeur qui nous
intéresse en rapport avec une variable x qui caractérise notre probléme. Un autre comportement peut étre donné
par une autre fonction g(z) qui dépend de la méme variable. La plupart du temps, la solution a notre probléme
est la valeur que doit prendre la variable x pour que les valeurs des fonctions f et g soient égales. On appelle ce
genre de probléme une équation et le but du probléme est de trouver la (ou les) valeur(s) de « pour lesquelles

De maniére générale, il n’y a pas forcément de solution & une équation. Parfois il n’y en a qu’une et d’autres
fois plusieurs. Cela dépend des fonctions f et g.

,—l Exemple 1 \

La hauteur, en métres, d’un objet en chute libre est donnée par la formule

f(t) = =5t> 4 50t,

ou t est le temps écoulé en seconde depuis le lancement depuis le sol. La hauteur, en métres, d’un
second objet en chute libre, laché depuis une altitude de 100m est donnée par

g(t) = 100 — 5¢2.

Le probléme que l'on veut résoudre est le suivant : Y a-t-il un instant ou les deux objets seront a la
méme hauteur ? Si oui, quelle est cette hauteur ?

Pour résoudre ce probléme, il nous faut comparer les hauteurs des deux objets. La question se
résume a trouver un temps ¢y pour lequel la hauteur du premier objet f(to) est égale a la hauteur du
second objet g(tp) si ce temps existe. L’équation a résoudre s’écrit alors

f(t)=g()
L’expression f(t) a gauche du signe “=" est le membre de gauche de ’équation et expression & droite
du signe “=" le membre de droite de ’équation.

Avec nos définitions pour f et g, on obtient
—5t2 4 50t = 100 — 5¢2.

Nous constatons que dans les deux membres de I’équation se trouve le terme —5t2. Pour le supprimer,
en utilisant les régles de I’algébre, nous pouvons additionner 5¢? dans les deux membres en utilisant
la compatibilité de I’addition avec 1’égalité

(=5t + 50t) 4 5t2 = (100 — 5t%) + 5t2.

Ce qui donne
50t = 100.
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En divisant les deux membres par 50, en utilisant la compatibilité de la multiplication (par 5—10) sur

I’égalité, on trouve la solution
t=2=ty.°

Ainsi il existe un temps to pour lequel les deux objets sont & la méme altitude, ce temps est tg = 2
secondes. L’altitude commune est alors donnée indifféremment par f(tg) ou par g(to)

f(to) = g(to) = 100 — 5(2)* = 80.

L’altitude de la rencontre est de 80 m.

a. Il est souvent pratique de définir une lettre pour pouvoir parler de la solution un peu plus loin. C’est une bonne

habitude a prendre, que de baptiser les nombres par des lettres. Cela rend les discussions ultérieures plus claires.
. S

Dans les sections suivantes, nous allons traiter la théorie générale des équations. Aprés avoir posé les principes
de base, nous allons les mettre en pratique en commencant par le cas le plus simple : I’équation du premier
degré a une inconnue.

Dans les chapitres suivants, nous verrons comment traiter les cas de plusieurs équations a plusieurs inconnues
du premier degré et les équations du second degré & une inconnue.

4.2 Equations

r—‘ Définition 1 \

Soit f et g deux fonctions définies sur un ensemble A. On appelle équation dans A la proposition

pour tout élément x € A. Le membre de gauche de I'équation est f(z) et g(z) est le membre de droite

de I’équation. Le symbole x est ’inconnue de ’équation.
. J

La valeur de I’équation (c’est-a-dire V ou F, car ¢’est une proposition) dépend de la valeur numeérique donnée
)
a l’inconnue.

Définition 2

On appelle solution, d’une équation f(z) = g(z) sur A toute valeur oy € A pour laquelle I’équation
est vraie.

Définition 3

On appelle ensemble solution d’une équation f(z) = g(x) sur A I'ensemble S de toutes les solutions
de cette équation

S ={xzo € A f(xo) = g(x0)}-

4.2.1 Equations du premier degré

Définition 4 ]

On dit que I'équation f(z) = g(x) est du premier degré si f et g sont des fonctions affines.

Remarque 1 ]

Le plus grand exposant (la plus grande puissance) de 'inconnue z est alors 1.

Dans les équations du premier degré, nous avons donc des fonctions de la forme
f@)=aix+b; et g(x)=asx+ by,
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ou aj, as, by et by sont des nombres fixés une fois pour toutes. L’équation s’écrit alors
a1T + bl = aox + bg.

La méthode de résolution consiste & isoler I'inconnue z en utilisant les régles de ’algébre. Isolons x & gauche

du signe “=". Additionnons les deux membres de l’équation par —aox de sorte & placer tous les termes qui

contiennent un x dans le membre de gauche
(a1x + b1) + (—agz) = (agz + b2) + (—asx)

ce qui donne
a1xr — asx + bl = b2.

Nous pouvons factoriser x dans les deux premiers termes du membre de gauche et additionner —b; dans les
deux membres. Ce qui donne successivement

((Ll - aQ)x + b1 = b2

et
(a1 - Clg).]? = bg — b1.
deux possibilités se présentent
1. a; —ag = 0. Clest-a-dire a; = ao. L’équation devient
0-x= b2 — bl,
soit
0=0by —b.

a) Si bg — by = 0, alors I’équation est toujours vraie. L’équation donnée est composée par la méme
fonction, car f(x) = g(z). En effet, on a alors : a; = as et by = by. L’ensemble solution est, dans ce cas

S=R.
b) Si a1 = ag, mais by # by alors 'équation est toujours fausse et le probléme n’admet pas de solution
S=g.

2. a; —ag # 0. On peut alors diviser les deux membres de la derniére équation ci-dessus par a; — as et on

obtient
by — by
="

al_GQI

bs — b
5 — {21} .
a; — az
L’unicité de la solution, dans le dernier cas, vient du fait que tout nombre réel non nul posséde un inverse
unique et du fait que le produit de deux nombres réels (ou le quotient de deux réels) est unique également.

Ainsi, le quotient qui apparait dans la solution est bien unique. Donc, en général, une équation du premier degré
4 une inconnue posséde une solution unique.

,—l Exemple 2 \

Soit f(x) =3x — 1 et g(x) = 5z + 2. Résoudre I’équation déterminée par f et g

Le probléme admet une solution unique

3r—1=5x+2.

On écrit successivement
3r—1—bx =2,

soit
20 —1 =2,
d’ou
2 = 3.
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Ainsi I’équation admet exactement une solution

L’ensemble solution est le singleton

,—I Exemple 3 N\

Soit f(z) =3z — 1 et g(x) = 3z + 2. Résoudre ’équation déterminée par f et g
3r—1=3z+2.

On écrit successivement

3xr—1—3z =2,
soit
0-2—1=2,
d’ou
0=3.

Cette derniére égalité est toujours fausse et ’équation donnée n’admet donc aucune solution. L’en-
semble solution est alors vide

S=0a.

Définition 5 ]

Deux équations sont dites équivalentes si elles ont le méme domaine de définition et les mémes solutions.

Pour résoudre une équation, on la transforme successivement en des équations équivalentes jusqu’a obtenir une
équation immédiate, dans laquelle I'inconnue figure seule dans un des membres. L’autre membre est alors une
des valeurs (ou la valeur, dans le cas d’une solution unique) de l'inconnue qui vérifie I’équation.

C’est cette procédure qui est utilisée dans les exemples précédents.

4.2.2 Résumé des stratégies de résolution

Lorsque 1'on doit résoudre une équation algébrique polynémiale, la premiére observation & faire est de
reconnaitre & quel type d’équation on a & faire : est-ce une équation du premier degré & une inconnue ? est-ce
une équation de degré supérieur ou égal & 2 & une inconnue ?

Dans le cas d'une équation du premier degré d une inconnue, la stratégie a utiliser est la suivante (x
représentera l'inconnue) :

1. S’il y a des termes en x dans les deux membres, il faut commencer par les faire apparaitre uniquement
d’un coté de I’égalité en ajoutant ou en soustrayant les termes convenables.

2. Il peut étre nécessaire d’effectuer des multiplications d’abord pour séparer les termes en x des termes
sans .

3. Lorsque tous les termes en x sont rassemblés du méme coté (disons a gauche) du signe =, on déplace
tous les autres termes de l'autre coté (a droite).

4. On factorise I'inconnue de tous les termes de gauche et on effectue la somme des facteurs.
5. On isole 'inconnue z en divisant les deux membres de I’équation par le facteur de x.

Dans le cas d’une équation de degré supérieur ou égal a 2, I'idée est de se ramener au cas plus simple du
premier degré. Pour cela, on introduit quelques étapes supplémentaires

1. On place tous les termes dans un seul membre de ’équation (disons a gauche du signe =) et on laisse le
nombre 0 dans le membre de droite.

2. On factorise complétement le polynéme du membre de gauche.
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3. Par théoréme, si un produit de facteur est nul, c’est que 'un au moins de ces facteurs est nul. Dans notre
cas, cela signifie que 'une des parenthéses au moins est nulle. On obtient ainsi une série d’équations du
premier degré (éventuellement du second degré) que l'on résout comme ci-dessus.

,—l Exemple 4 N

Soit a résoudre ’équation

2} 4+ 2 =42 — 6.

On commence par annuler le membre de droite en ajoutant —4x2 4+ 6 dans les deux membres
23— 42’ +x4+6=0.

En essayant quelques solutions simples, on voit que zg = —1 vérifie ’équation et est donc une solution.
Par le théoréme sur la factorisation des polyndmes, on peut factoriser (x+1) dans le membre de gauche

(z +1)(2* — 5z +6) = 0.
La factorisation compléte est alors immédiate
(x+1)(xz—-2)(x—3)=0

et les solutions sont déterminées par

z+1 =0 r =-1
\% ou
r—2 =0z =92
V ou
z—3 =0 r =3
L’ensemble solution est ainsi
S={-1,2,3}.
| J
Remarque 2
La disjonction ou ou V est essentielle, car en ’absence de connecteurs logiques un et est sous-entendu. ]

4.2.3 Equations rationnelles

La méthode de résolution des équations rationnelles consiste & se ramener & une équation polynomiale de
degré 1 ou plus. Afin de se ramener & ce genre de probléme, il faut d’abord mettre toutes les fractions sous le
méme dénominateur et dans le méme membre. On obtient alors une équation du type

P(x)
Q(x)

Ce genre d’équation admet une ou des solutions pour z aux deux conditions suivantes

=0.

1. Le dénominateur ne s’annule pas : Q(z) # 0.
2. Le numérateur s’annule : P(z) = 0.

On prend en compte la premiére condition en déterminant le domaine d’existence de la fraction

D={oeR | Q)+ 0}

C’est 'ensemble des valeurs pour lesquelles le dénominateur ne s’annule pas.
Ensuite, la deuxiéme condition s’exprime en posant I’équation

P(z) =0.

Les solutions de cette équation qui se trouve dans D font partie de la solution S de I’équation rationnelle de
départ.
Ainsi, la stratégie de résolution d’une équation rationnelle comprend trois étapes
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4.2. EQUATIONS

1. Déterminer le domaine d’existence des fractions D

2. Résoudre I'équation polynomiale obtenue par transformation de I’équation rationnelle.

3. Vérification des solutions.

,—‘ Exemple 5

Soit a résoudre I’équation rationnelle

mfli 20 —1
xr+2 33—z

1. Détermination du domaine d’existence des fractions
Pour que les fractions existent, il faut

r+2#0 et 3—x#0.

Ainsi, on doit avoir
x & {-2,3}.
Le domaine d’existence est alors
D=R-{-2,3}.

2. Résolution de l’équation
On place les deux fractions dans le membre de gauche

x—1 20-1

2
x+2+ 3—=x

0

que 'on met au méme dénominateur

2@ -1)B—2)+ (x+2)(2z - 1)

@123 1) =0

on est ainsi ramené & résoudre

2@-1)B-2)+(z+2)(2z—-1)=0

3. Vérification des solutions
On a

donc la solution de I’équation initiale est

Une fraction ne peut s’annuler que si son numérateur est nul et son dénominateur est non nul,

soit
2~ +4x —3) + (222 +3x - 2) =0
11z —8=0
8
Xr = —.
11

4.2.4 Equations irrationnelles

Les équations irrationnelles font intervenir des racines carrées, ou plus généralement ne.

La encore, la méthode générale consiste a se ramener & une équation polynomiale. Pour cela on transforme
I’équation donnée en équations équivalentes en tentant de supprimer toutes les racines. Il faut prendre garde a
ce qu’en général, en élevant une équation au carré, ou plus généralement a une puissance paire, on introduit des

solutions étrangéres au probléme.

Lorsque toutes les racines ont disparu, on a une équation polynomiale que 'on peut résoudre de fagon
standard. Pour s’assurer que les solutions obtenues sont valables, il faut encore les tester dans I’équation de
départ, et vérifier qu’elles se trouvent dans le domaine d’existence des racines de ’équation initiale.
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La méthode générale comprend également deux étapes
1. Déterminer le domaine d’existence des racines.

2. Résoudre I’équation polynomiale obtenue en supprimant les racines par transformations successives et
vérifier les solutions.

,—I Exemple 6 N\

Soit a résoudre I’équation
ve—1=v2—-z+1

1. Détermination du domaine d’existence des racines carrées Les racines existent uniquement si
leur argument est positif ou nul. On doit donc avoir

r—1 >0 r >1
<
2—x >0 2 >

On en déduit le domaine d’existence

D= [17 2}
qui réunit les deux conditions simultanément.

2. Résolution de l’équation

La résolution de I’équation passe par I’élimination des racines. Pour les éliminer, il faut procéder
systématiquement en les isolant & tour de role et en élevant au carré les deux membres

Vi—1=v2—-z+1
r—1=02-2)+2v/2—z+1
r—1-2-2)-1=2/2—-x
2t —4 =22z
20r—2) =22 -z
(z-2)*=(2-2)
2 —drx+4=2—-12
2 =3z +2=0
(x—1)(z—-2)=0.

Ainsi, les solutions de cette derniére équation sont 1 = 1 et x5 = 2.

3. Vérification des solutions
On constate que ces deux solutions sont dans le domaine d’existence des racines carrées du
probléme initial
{1,2} Cc D.

Le fait d’élever au carré peut introduire des solutions étrangéres au probléme *. Si notre pro-
bléme posséde des solutions, alors ces solutions seront contenues dans les équations au carré.
Mais les solutions des équations au carré ne sont pas forcément des solutions du probléme
original.

Il faut donc tester nos solutions avec le probléme initial. On vérifie alors que 1 = 1 n’est pas
une solution du probléme initial, mais zo = 2 oui.

Parmi les deux solutions, seul o = 2 est une solution du probléme donné. L’ensemble solution
est alors

S = {2}.

a. En effet, on a I'implication
r=y= 22 =1y?

mais pas l'implication récirpoque. par exemple, (73)2 = 32, mais clairement —3 # 3.
. J

4.3 Inéquations
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Définition 6

Soit f et g deux fonctions et A une partie de Dy N Dy. On appelle inéquations les propositions

f(z) <g(z) et f(z) <g(x)

ol x € A.

Résoudre une inéquation revient & déterminer ’ensemble S des valeurs qui rendent vraie l'inéquation.
Nous illustrons la méthode de résolution des inéquations du premier degré a ’aide de 'exemple suivant. Soit
f(z) =3z — 1 et g(xr) = —2x + 5. Résolvons 'inéquation

f(z) < g(x),
soit
3r—1< -2z +5.
La encore, il s’agit d’isoler I'inconnue x en utilisant les régles de 1’algébre.

Concernant I'addition, il n’y a aucune précaution a prendre. On peut toujours additionner le méme terme
dans les deux membres d’une inégalité. Il s’en suit que I'on peut additionner 2z dans les deux membres

3r—1+42x <5,

soit
br — 1 <5.
Additionnons encore 1 dans les deux membres
bx < 6.

Pour isoler z, il faut diviser les deux membres par 5 (autrement dit, multiplier les deux membres par %)
Contrairement a ’addition, il faut prendre des précautions lorsque 'on divise, ou multiplie, les deux membres
d’une inégalité. Dans notre cas, on divise (on multiplie) par un nombre positif. Il n’y a donc pas de probléme,

et on trouve 6

< —.
-5
Exercice 4.1.

Que se passe-t-il si 'on doit diviser les deux membres d’une inégalité par un nombre négatif 7

L’ensemble solution est un intervalle, ¢’est I’ensemble de tous les nombres inférieurs a g

4.3.1 Signe des polyndmes

Etudier le signe d’un polynéme consiste & donner les intervalles pour lesquels un polynéme est négatif, positif
ou nul.

On commence généralement par factoriser le polyndéme en produit de binémes du premier degré ou en
trindmes du second degré non factorisables. Comme le signe d’un produit de facteurs est donné par le nombre
de facteurs négatifs (par la régle des signes) on étudie chaque mondme qui est élevé a une puissance impaire et
on compte le nombre de signes négatifs.

Pratiquement, on étudie le signe d’'un polynoéme en faisant un tableau, le tableau des signes. La technique
est illustrée dans ’exemple suivant.

,—l Exemple 7 N

Soit le polynéome p(x) = 23(x — 1)(x — 2). Ce polynéme s’annule en z =0, = 1 et z = 2.
Faisons le tableau des signes du polynéme

x \ —00 0 1 2 +00
z° - 0 + [ + +
x—1 — - 0 + +
r—2 — - [ - 0 +
p(x) | - 0 + 0 - 0 +
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\,

La derniére ligne est obtenue en faisant le produit dans chaque colonne et en respectant la régle des
signes.
En conclusion, les signes de p(x) sont donnés par

p(z) =0 <=z € {0;1;2}
p(z) >0 <=z €]0: 1[U]2; +oo.

)

p(r) <0<z €] — 00; 0[U]1; 2]
(
(

4.3.2 Inéquations rationnelles

,—I Exemple 8 N\

La méthode générale pour résoudre une inéquation rationnelle consiste &
1. Placer tous les termes de I'inéquation dans un membre de I'inégalité (disons le membre de gauche).

2. Ecrire le membre de gauche sous la forme d’une seule fraction (on met toutes les fractions sous un méme
dénominateur, en général le plus petit multiple commun des dénominateurs de chaque fraction).

3. Factoriser le numérateur et le dénominateur en bindémes du premier degré ou en trindme du deuxiéme
degré.

4. Faire une étude de signe de chaque facteur et remplir un tableau des signes.

5. Appliquer la régle des signes dans chaque intervalle de valeurs et enlever les valeurs qui annulent le
dénominateur.

6. La lecture du résultat de I'étape précédente détermine les intervalles de la solution.

Soit & résoudre l'inéquation
z—1 <7 +1

r+2 " -3

On commence par déplacer tous les termes dans le membre de gauche

r—1 a:—|—1<

— 0.
r+2 x—3 "

On effectue la soustraction
(z=1D(x—-3)—(z+1)(z+2)

(x +2)(x —3)

On effectue le produit du numérateur, en vue de le factoriser

<0.

—Tx+1
R

Par chance, c’est déja un bindme du premier degré seul. On n’effectue surtout pas le produit du
dénominateur, car il est déja factorisé.

Il nous reste & connaitre le signe de I’expression de gauche. La solution & notre probléme est trouvée
dés que 'on sait pour quelles valeurs de x ’expression de gauche est négative.

L’étude du signe de chaque facteur du numérateur et du dénominateur se fait dans le tableau des
signes. On commence par y placer les zéros des facteurs. f(z) représente le membre de gauche de la
derniére inégalité obtenue.

T ‘—oo -2 % 3 +oo‘
-7z +1 + + 0 - ‘ —
-3 — — -0 +
z+2 - 0 + + [+
f@) ] + -0+ 1 -

La lecture du tableau est claire, I’expression de gauche de I'inégalité est négative uniquement pour les
valeurs comprises entre —2 et % ou plus grandes que +3. Les valeurs —2 et +3 annulent le dénominateur,
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il faut donc enlever ces valeurs. La solution finale est alors

S:]—Q; ;] U]+3; 40|

\,

,—l Remarque 3

4.3. INEQUATIONS

Il faut prendre garde a ne pas multiplier les deux membres par des facteurs qui contiennent des x. En
effet, ces facteurs ont un signe indéterminé et il n’est pas possible de savoir 8’il faut ou non changer le
sens de I'inégalité aprés la multiplication.

Il est ainsi absolument nécessaire de commencer par déplacer tous les termes dans un membre avant
de faire des manipulations et de se garder de multiplier ou diviser par des expressions qui contiennent
I’inconnue.

4.3.3 Signe des fonctions rationnelles

les
tab

\,

,—‘ Exemple 9

On étudie le signe des fonctions rationnelles comme le signe des polyndmes, a cela prés qu’il faut factoriser
polynémes du numérateur et du dénominateur. L’étude du signe se fait, comme pour les polynémes, avec un

leau des signes.
La grande différence est que si un facteur du dénominateur s’annule, il faudra en enlever la valeur.
L’exemple suivant illustre la procédure.

. 2a2% —6x+4
Soit f(l‘) = x3+ggx2+$1J2rx+8'

La fonction rationnelle f se factorise comme suit

1) 222 — 6z + 4 2(x —2)(x — 1)
x) = = .
x3 + 622 4+ 122 + 8 (x+42)3
Le domaine d’existence de f est
Dy =R —{-2}.
En effet, si x = —2 le dénominateur de f s’annule et le quotient n’est pas défini.

Faisons le tableau des signes de f. La fonction f s’annule lorsque son numérateur s’annule, soit
pour z € {1;2}.

z ‘ —00 —2 1 2 400 ‘
r—1 - - 0 + | +
x—2 — — - 0 +
(z+2) - 0 + + [ +
fl@) ] - | + 0 - 0 +
Le double trait sous x = —2 dans la derniére ligne indique que f n’est pas définie en x = —2.

Ainsi, on a
f(z) <0<z €] — 00; —2[U]1; 2]

fx) =0z € {1;2}
f(z) >0<=x €] —2:1[U]2; +o0].

4.3.4 Systémes d’inéquations

Il arrive qu'un probléme se présente sous la forme d’un systéme composé de plusieurs inéquations de la
méme variable z (par exemple). Dans un tel cas, la stratégie consiste a résoudre chaque inéquation séparément
afin de déterminer pour chacune d’elle le domaine de la solution x. On obtient la solution générale en prenant

I'intersection de tous ces domaines, i. e. ’ensemble des valeurs qui vérifient toutes ces conditions.
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,—l Exemple 10 N

Soit a résoudre le systéme

2 —3x >0
2?2 +3x—4 <0
r—>5
<1
T

Les domaines de chacune des ces inéquations sont

2
I =] — oo; g], I, =] — 4;1], I5 =]0; +o0].

Ainsi la solution est fournie par

2
S=I1NIaNI;3 :]0, g]

4.3.5 Inéquations irrationnelles

Le cas des inéquations irrationnelles se raméne au cas des équations irrationnelles avec en plus la précaution
a prendre que 1’élévation au carré n’est pas toujours autorisée. Dans ce cas, le plus prudent est toujours de
déplacer tous les termes dans un méme membre et d’utiliser le théoréme de multiplication d’une inégalité avec
la régle des signes.

Mentionnons a ce propos les résultats de l'exercice 2.13

1. (x <y) = 2" < y" seulement si n est impair.

2. (0<z<y)=0<z" <y"sin est pair (ou impair).

,—‘ Exemple 11 \

Soit & résoudre I'inéquation

V2r—1>Vz—2.
La condition d’existence de la racine s’exprime par
20—1>0 et r—22>0,

d’ou le domaine d’existence de la racine

1
D= [§,+oo[ﬂ[2, +oo[= [2, +o0].
Les deux membres sont positifs, puisqu’il s’agit de racines carrées. On peut alors élever les deux
membres au carré
20 —1>x—2,

soit
z+1>0,
d’ou
x> —1.
Ainsi, la solution finale est
S =12, 400l
| J

4.4 Equations et inéquations paramétriques

Les équations paramétriques sont des équations dans lesquelles on a représenté certains nombres par des
lettres. Autrement dit, des équations dont certains facteurs sont gardés inconnus lors de la résolutions.

L’idée derriére ce genre d’équation étant d’obtenir une réponse générale, une formule, de ’équation dans
laquelle figurent les grandeur que l’'on n’a pas voulu spécifier au départ. Ainsi on a une réponse qui dépend
d’une ou plusieurs lettres. On obtient une réponse numérique dés que l'on remplace toutes les lettres restantes,
les parameétres, par des nombres. Ainsi la réponse est une formule qui nous dit comment obtenir le résultat final
dés que 'on connait les valeurs des paramétres.
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4.4.1 Equations paramétriques

Lors de la résolution d’une équation paramétrique, on peut utiliser toutes les techniques de résolution des
équations ordinaires. Comme la valeur exacte des paramétres est inconnue, il faudra toutefois prendre des
précautions lorsque 'on veut effectuer des opérations délicates, c’est-a-dire des opérations qui peuvent présenter

quelques difficultés.

Les opérations délicates consistent essentiellement, pour I'instant, & effectuer une division par une expression
qui contient un ou plusieurs paramétre. En effet, on sait que ’on ne peut jamais diviser par zéro. Ainsi il faudra,

le cas échéant, s’assurer que I'expression par laquelle on divise ne soit pas nulle.
Illustrons la procédure par une exemple

,—l Exemple 12

Soit a résoudre I'équation
m2z+1=z+m.

C’est une équation paramétrique du premier degré a un paramétre m et a une inconnue x.
On commence par mettre cette équation sous la forme standard en annulant les termes en z du
membre de droite
(m?* =1z =m—1.
Pour obtenir la solution finale, il faudrait diviser les deux membres par m? — 1. Or cette expression
n’est pas connue, puisque le paramétre m n’est pas connu. Et comme il se peut que ce facteur soit nul,

il faut prendre des précautions et distinguer plusieurs cas.
En premier lieu, il est clair que nous devons isoler le cas oit m? —1 = 0 des autres cas. Le cas
m? — 1 = 0 est donné par deux possibilités qui sont obtenues en résolvant I’équation

m?—1=0
(m—1)(m+1)=0

m=1
m = —1.

1°r cas : m? — 1 # 0. Dans ce cas, on peut diviser les deux membres par m? — 1 et on obtient

m—1

r=—
m2 —1

soit
1

m+1

(i)

2¢ cas : m = 1. Dans ce cas, le facteur entre parenthése s’annule et on ne peut pas faire la division.
Si ’on remplace m par 1 dans I’équation, on obtient

L’ensemble solution est alors

0-2=0.

Or cette équation est toujours vraie, quelque soit la valeur de z. Ainsi, ’ensemble solution dans

ce cas est
S =R.

3¢ cas : m = —1. Comme précédemment, le facteur entre parenthése s’annule et on ne peut pas
effectuer la division par m? — 1. En remplacant m par —1 dans ’équation, on trouve

soit
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Or ceci est toujours faux, quel que soit la valeur donnée a x. Ainsi, ’ensemble solution est

S=0.
On peut représenter la solution finale de la fagon suivante, qui réunit en un coup d’ceil les différents
cas
S =R, sim=+1
S =9, sim=-1
1 : )
T =0y, simg {-1;1}

4.4.2 Inéquations paramétriques

Les inéquations paramétriques se traitent comme les inéquations en générales avec en plus les précautions
nécessaires dans le traitement des paramétres. Cela ne présente pas de difficultés supplémentaires et nous ne
donnerons par d’autres détails.

4.5 Ce qu’il faut connaitre

Résoudre une équation du premier degré & une inconnue.

Résoudre un équation de degré supérieur a 1 par factorisation et réduction au degré 1.
Stratégie de résolution des équations rationnelles.

Stratégie de résolution des inéquations.

Stratégie de résolution des équations paramétriques.

2R

Résoudre les équations irrationnelles simples.

4.6 Exercices

4.6.1 Equations

Exercice 4.2.
Résoudre les équations suivantes (justifier les transformations effectuées)

1. 32z — 1) — 5(1 — 4z) = 2z + 64

2. 8~ 3(5z +2) = 5z — 2(4 — 32)
3.23—2z)—3(bx+4) =5z —2
4. (z —2)(z +4) =2> - 32 +2
5. (x+3)(x —5)—8x=2%+5
6. (32 —4)(5 —2x) = 2(5 — x) — 622
B 1 2 4
3 5 15 3
8.5—435:2_21'—1
2 3
9. 3z74:1_574x
7 2 14
—8x+6 1 2x-3
=i 0
2z 1 (5z 27
11.5—3<4—4>=x+5
12. 33:—7(6—&— ) 3% L o5
5 2
O T
8 32 256 1024
m 2x—1_<x_1—m)_3 x+2
52 13 2 4

15. V2r —1=2++2
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16. V5(x —1)+24+1=0
17. Vbx+1=3 -3z

18. (4+V3)x+1=—V3(1+x)

x 1

19. \/5_2:\/3+2—(\/5—2):c
T Vor 3

SV, IRV Rl

Exercice 4.3.

Résoudre les équations suivantes (justifier les transformations effectuées)

1) (3z 4+ 1)(4x —5) =0 2) (V3—2)(vV2r+2)=0

3) 22 -16=0 4) 22 -5=0

5) 422 —9 =0 6) 21 —1=0

7) 22 +25 = 10z 8) x(x —1) =42

9) 23+ 722 + 122 =0 10) 4z(z — 1) = a3

11) 2z+9)(z+5)=3—=z 12) (2—2v/3)(24+2V3) = 12047
13) 2® + 42 + 30 +12=0 14) 25 + 2 = z(223 + 1)

15) 2 +222 —2x—2=0 16) 23 — 222 — 5z +6 =0

Exercice 4.4.
Résoudre les équations suivantes

1) 6(z+5) —bx =25 5) (x —3)% — 5(10 + z)

2) 4(4 + 2x) = 60 — 3 6) (z+5)2 — (z — 5)? = 500
3) 60z +1 = 3(3 + 4x) 7) (x—4)2%-5

4) (b—z)(x+4)=8—-22 8)(z+2)(z+3)=2>+366

4.6.2 Equations rationnelles

Exercice 4.5.
Résoudre les équations fractionnaires suivantes

1>x+1::1773 Z)zflzx—?)

r—2 x+4 r—2 x—4
3>5+2m73+x 5) 3r+2  2(4-ux)
1—4x 5—2x 5—-3r 2x-—1
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T 2 r—3 x+3 3
) —— ——— =1 6 - =
)x—2 2z 4+ 3 )a:+3 r—3 x22-9
3r+1 2+ 1 T 1
7 =2 8 — =1
)33 T 2w +3) )2 T3 2t
9) 5 23 10) 4 oz
xr—3 x—4 x-5 r+1 -2
T 2 x? 2x 3z 6
11 S 12 - =
)Jc—i-l r x4z >;1:—|-1 z—1 —1422
1 1 2
13 — =
)x—l—l r—1 1—2a2
3r+1 2x 4
14 — =0
)J;—i—l x+2+x2—|—3x+2
15)2x+1 r+1  5(1—2x)
r+3 -4 a2—x-—12
1 z—1 _ z+1
16) — = 17) L2l =9
I+ oz ~an
14 2z 14+ -2 z__1 1
e
== il 1+3E
z+3 _ 1 11
20) r—3 _ rx—1 :f

Exercice 4.6.

Résoudre les équations suivantes

1) 2z +1] =3

3) |z —4]+52—-1=0
5) |t —2|+ 3z + 1] =4
N3xz+2—]z—1=5

9) [l +1]—2] =3

3lz—1=5—=x

4) |z — 2| = |4z + 1|

6) 2z —1|+|z+2/=4—x
8) 2% — 4| = 3z

10) |z + |z — 1]| + |3z — 2| = 2

1) Jz4+1|— |z =2+ |z —3|=4 12)[3z—2|— |z —4|+|z+2| =2

4.6.3 Inéquations

Exercice 4.7.

Résoudre les inéquations suivantes (justifier les transformations effectuées)
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1) 4z +5>7 9) 2 —1<3z+5
r 3z 152z — 1 9z + 2
3y L2y 4 _ > 1
)3- =% ) 75 3 =
3x 2 T 1 5x 2z —x 3
5 P 6) 2L _ X T2
) T T3737 3 )3 5 <10t
S5x+1 3x—2 x4+ 7 20—2z) 22x—-1_2—=x
_ < _
N 3 T T 5 - 3 3
g 3=l _Tr_2-3c 4+l
1 12 3 36
1— 1 2-1 -
12 3 8 8

11) V3(z — v2) > 3(V2 — ) 12) V3(z +2) > V22 +4V3
13) V5(V2z — V5) < VB(vV5z — V2)

V7—VBz 1 r 1
U RV SV, U A
T 1 3z
VB AT BevE !

16) (z+2)(x —3) < (x +5)(z —4)

15)

17) Bz —1)(z +2) > 322 + 9z — 2

18) (z—3)* < (2 — 4)(z — 2)

19) (32 — 5)(—4x — 1) > (—2z + 1)(6z — 4)
20) (z —1)® > (z + 2)(2% — 5z + 13)

Exercice 4.8.
Résoudre les inéquations suivantes

1) 22 > 25 2) 922 < 16

3) 22 — 5246 >0 4) —2® + 72— 12 <0
5) (2—52)(3z —1) > 0 6) (2 — 62)(1 —4x) <0
7) (22 +5)(z — 1)(3 — 4z) > 0 8) (422 — 9)(z +1) <0

9) 2z-3)(z+2)? < (4—2H)(22—-3) 10) 2> +22—2-1<0
11) 2% — 322 > 6 — 2z 12) 623 — 822 < 6 — 8
13) 222%(x — 1) > x(2® + 3) 14) 223 — 9 < 182 — 22
Exercice 4.9.
Résoudre les systémes d’inéquations suivantes
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1) 20 —5 <0
3r+2 >0
3) 1—-5x >8-—2x
Tx+5 >4r—3

5) dr+3 <2x+1
5—4x >8—b5x

Exercice 4.10.

Résoudre les inéquations suivantes

1) |5—2 >3
3) |2z —4| <2z +7

5) [z +1] — |z — 3| < 2

— <
%) 13—-7x <0
3r—5 >0

5) 20 +1 >3z -1
2—-3r <-4

3z < 2+4+7x

4x—6 2x+1

—r < 2zxl
6) 3 5
2 — 5

2) |3 —4z| <4z -1
4) |z 44| > 2+ 2]z — 1]

6) 2z — 1|+ |z| — |3 —x| >4

4.6.4 Equations irrationnelles

Exercice 4.11.

Résoudre les équations irrationnelles suivantes

1) 3vx =5 =5z +3

3)V3r —1=2vVz +1
5) V922 =543z =0
NVe2+5+1l=x

2r—3
vVr—>5

1) VI—a2—32-1=0
13) V17— 162 + 3 = 2z

2
15) _ v

9) = Viar+1

voe—1 r—1

1M Vr+1=y2z+3-1

19) Vdzr +9+2 =12z +1

4.6.5 Problémes

9) VII =22 — 6 — 4z =0
4) V322 4+ 16 = 2z
6) V022 — 16 + 3z = 4

2 — 3

\/igzvllx—FQ
T —

8)

10) v2(z2—1)=z+1

12) V122 +4 43z =7
14) V222 4+ 3z —5=x+1

16) \/2(6 —z) =1+ /5 — 2z

18) Vbxr +4 —2=+/32—2
20) vz 126 — 3 = Tz 1 11

Exprimer les problémes suivants & 1’aide d’une équation et donner la solution du probléme en résolvant

I’équation trouvée.

Exercice 4.12.

En ajoutant 102 & un nombre, on obtient le méme résultat qu’en retranchant 13 de son sextuple. Quel est ce

nombre ?

Exercice 4.13.

La somme de la moitié, du tiers et du quart d’'un nombre est égal & 91. Quel est ce nombre ?

143 ©Guglielmo Pasa



CHAPITRE 4. EQUATIONS ET INEQUATIONS 4.6. EXERCICES

Exercice 4.14.
La somme de cinq nombres entiers consécutifs est égale a 95. Déterminer ces nombres.

Exercice 4.15.
La somme de quatre nombres impairs consécutifs est égale a 4’032. Déterminer ces nombres.

Exercice 4.16.
Existe-t-il cinq nombres entiers consécutifs tels que celui du milieu soit égal au quart de la somme des quatre
autres ?

Exercice 4.17.
Quel nombre faut-il retrancher du numérateur et du dénominateur de la fraction -2

11z pour obtenir son inverse ?

Exercice 4.18.
Partager le nombre 1’123 en deux parties telles que la premiére augmentée de 21 soit égale a la seconde divisée
par 21.

Exercice 4.19.

Le prix du billet d’entrée & un spectacle est de 6 francs pour les adultes et de 4 francs pour les enfants. Sachant
que 71 personnes assistent a ce spectacle et que la recette est de 378 francs, déterminer le nombre d’adultes et
le nombre d’enfants.

Exercice 4.20.

On doit répartir des personnes autour d’un certain nombre de tables. Si I'on place 7 personnes par table, la
derniére table ne compte que deux personnes, alors que si 'on en met 6 par table, 3 personnes ne trouvent pas
de place. Déterminer le nombre de personnes et le nombre de tables.

Exercice 4.21.
Déterminer un nombre entier de deux chiffres satisfaisant aux deux conditions suivantes

1. Le chiffre des dizaines est le triple de celui des unités;

2. La différence entre ce nombre et le nombre obtenu en permutant ses deux chiffres est égal a 54.

Exercice 4.22.
Déterminer tous les nombres entiers de trois chiffres satisfaisant aux deux conditions suivantes

1. Les chiffres qui constituent le nombre sont, dans ’ordre décroissant, trois entiers consécutifs ;

2. La différence entre le nombre et le nombre lu & 'envers est égale & 198.

Exercice 4.23.

Un pére partage une certaine somme en parts égales entre ses enfants. Le premier recoit 1’000 francs plus le
dixiéme du reste, le deuxiéme recoit 2’000 francs plus le dixiéme du nouveau reste, et ainsi de suite. Déterminer
le nombre d’enfants et la somme partagée.

Exercice 4.24.

Partager le nombre 62 en quatre parties telles qu’en soustrayant 1 de la premiére, en additionnant 2 a la
deuxiéme, en divisant par 3 la troisiéme et en multipliant par 4 la quatriéme, on obtienne quatre résultats
égaux.

Exercice 4.25.

Le célébre mathématicien grec Diophante vécut le sixiéme de sa vie en enfance et le douziéme en adolescence.
Aprés un septiéme de sa vie et cinq ans de mariage, il eut un fils qui n’atteignit que la moitié de I’age de son
pére, qui lui survécut de quatre ans. A quel age Diophante décéda-t-il ?

Exercice 4.26.
On place les % d’un capital au taux de 4% et le reste au taux de 5%. Déterminer ce capital, sachant que I'intérét
aprés une année s’éléve a 11’205 francs.

Exercice 4.27.
On place le tiers d’un capital au taux de 3%, le quart au taux de 4% et le reste au taux de 12%. Aprés une
année, on retire, capital et intéréts réunis, la somme de 16’050 francs. Quel est ce capital ?

Exercice 4.28.
Deux cyclistes quittent au méme instant deux localités distantes de 146 km et vont a la rencontre I'un de I’autre.
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Apreés combien de temps la distance les séparant sera-t-elle de 70 km, sachant que leurs vitesses respectives sont
de 17 km/h et 21 km/h?

Exercice 4.29.
Deux voitures distantes de 12 km roulent dans la méme direction, I'une a la vitesse de 75 km/h et lautre a la
vitesse de 60 km/h. Combien de temps faut-il & la plus rapide pour rejoindre 'autre ?

Exercice 4.30.

Deux localités A et B sont distantes de 340 km. A 13 heures, un véhicule part de A et se dirige vers B a la
vitesse de 80 km/h. Trente minutes plus tard, un autre véhicule quitte B et se déplace en direction de A a la
vitesse de 120 km/h. A quelle heure et & quelle distance de A la rencontre aura-t-elle lieu ?

Exercice 4.31.

Deux sportifs A et B courent dans la méme direction sur une piste circulaire de 50 métres de diamétre, le
premier a la vitesse de 12 km/h et le second & la vitesse de 10 km/h. Lors du départ, un demi-tour sépare les
coureurs. Combien de tours A doit-il effectuer pour rattraper B ?

Exercice 4.32.
A quelle heure de I'aprés-midi 'aiguille des heures et ’aiguille des minutes d’une montre coincident-elles pour
la premiére fois? A quelle heure ces aiguilles forment-elles pour la premiére fois un angle droit ?

Exercice 4.33.

On dispose de deux qualités de vin, le litre de la premiére valant 4.70 francs. En mélangeant 930 litres de la
premiére sorte de vin et 310 litres de la seconde, on obtient un vin qui revient a 4.45 francs le litre. Quel est le
prix du litre de la seconde qualité de vin 7

Exercice 4.34.
On dispose de cing litres d’eau-de-vie titrant 55 degrés (c’est-a-dire que 100 parties de liquide contiennent 55
parties d’alcool pur). Quelle quantité d’eau distillée faut-il ajouter pour obtenir un mélange qui titre 43 degrés ?

Exercice 4.35.
On allie une masse de 3 kg d’argent dont le titre est 0.950 avec une certaine quantité d’argent dont le titre est
0.850. Quelle masse du second alliage faut-il prendre pour obtenir un alliage dont le titre est 0.9107

(On rappelle que le titre d’un alliage de métal précieux est le rapport entre la masse de métal fin contenu
dans cet alliage et la masse totale de l'alliage).

4.6.6 Signe des polynomes

Exercice 4.36.
Déterminer les domaines de R pour lesquels les polynémes suivants sont positifs

1. p(z) = 2* — 14z + 13
2. p(x) = 22 + 207 + 19
3. p(z) = 112% + 28z — 15

Exercice 4.37.
Effectuer une étude du signe des polynémes suivants

1. p(z) =2 + 10z + 16
2. p(x) =22% — 2x — 24
3. p(z) = 4522 — 392y — 6y
4. p(z) = 2 — 1152 + 1500
5. p(z) =622 + 152 + 6
6. p(z) = 1222 + 3dzy + 10y?
7. p(z) = 2(x + 5)(2x — 3) — 5(42? — 9) + 6(3 — 2z)
8. p(z) = 2423 — 7222 + 54z
9. p(z) = 428 — 25622
10. p(z) = 2725 — 1352° + 2252* — 12522
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

p(x)

p(x) = 30x* — 6323 — 3022

p(z) = 9025 — 1352* — 402° + 6022
p(x) =223 — 322 — 32 + 2

p(z) = 623 — 22 — 10z — 3

p(z) = (22 — 1)+ 9(1 — 2z)

pr) = (32— 2)° — (22— 3)°

p(z) = 223 + 222 — 24x

p(x) = 2% — 525 + 62* — 22 + 52 — 6

4.6.7 Signe des fonctions rationnelles

Exercice 4.38.
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes et les domaines de R pour lesquels elles sont positives

1.

2.

224+ 6x+9
f(x)_x2—4x+4

r—1 x-—2
f(x)_x—kl_ac—l’

Exercice 4.39.
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes et effectuer une étude de signe compléte. Arranger
les expressions d’abord au besoin

4.6.8 Equations et inéquations paramétriques

22 —6x+9
f(x)7x2—433+47
r+9 2x-1
H@) =~
2c+ 1 T —2
= - -1
f(@) T+ 4 r—3
223 — T2 +2x + 3
f(@) == 5
223 — 9x% + 10x — 3
8x3 + 2222 — 6z
f@) = s
43 + 2722 — Tz
f(x>_3—|—21;—ac2 323 +2722 22 +5x+6
T 344z + 22 323 — 27z 6+ x — 22
o) = rx—1 +2x—|—4 3xr+3
222 52 +3  4—a2 222 +22
32 + 4  8x+ 622 3xd 4322 —4x—4
f(x) = +

Exercice 4.40.
Chercher les valeurs qu’il faut attribuer aux lettres a et b pour que les équations suivantes soient impossibles

ou indéterminées (aient respectivement aucune solution, ou une infinité de solutions)

a+2)x="7 6) alx —4)+T7x+14=0
a+Dz=a®+1 7) a*(x —a+3) =9z
a—1)r=a%-1 8) a?(x — 1) —4(x+a)=4
a?—Nz=a-1 9) (a+bx=>b-1
a’?+2a—3)r=a+3 10) bx + 7b = ax + 2b.

Exercice 4.41.
Résoudre et discuter les équations suivantes

1) (a—1)z=3a+2

2) (m—3)x=9-m? 4)2axr+1=4x+b.
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Exercice 4.42.
Résoudre et discuter les équations suivantes

T a r—a TH+a 2ax

1 —1=—"—4+1 3 - =

)afl a+1+ )afb a+b az-b

2) x n T 9 4)x—2+z+2+a1:—4_0
a—b a+b a—2 a+2 a2-—-4

Exercice 4.43.

Résoudre et discuter les inéquations suivantes
Dar—-3<x+2 ) (x+a)>@—a)P+a+1
2) 2ax > (a—1)z+7 4)d’r—a<1l-—z.

4.6.9 Inéquations irrationnelles

Exercice 4.44.
Résoudre les inéquations irrationnelles suivantes

1) 3v/322 + 25 > 2z 2)2—z<Vz*+3
N Vr+5>V3—x 4) 252 +3—3x-5<0
5) V45 —x > V22 + 3z 6) Vaz2 +5 > 2z +3
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Chapitre 5

Systémes du premier degré

5.1 Introduction

Si deux ou plusieurs inconnues, x1,Zs,... apparaissent dans un probléme, une seule équation n’est plus
suffisante, en général, pour trouver les inconnues. Si ’on a une équation a n inconnues

a1x1] + agxe + - - + apxy, = C,

on peut uniquement isoler une des inconnues et ainsi 'exprimer en fonction des autres

C— a2 — A3Xx3 — " — Updp
T = .
ai
Ainsi, on peut donner aux inconnues xs, x3, ..., T, n’importe quelle valeur, mais si x; prend la valeur calculée

grace a la formule ci-dessus, alors ’équation initiale est vérifiée. On dit alors que Pon a n — 1 (de 2 jusqu’a n)
degrés de liberté. La solution de ce probléme est alors données par une infinité de possibilités et est représentée
par ’ensemble défini en compréhension

C— agxy — *+* — ApT 1
S=A{(x1,22,...,2,) ER" | 21 = - P et (w2, .., @) € R?TH
1
C’est-a-dire par l'ensemble de tous les n-uplets (x1,xo,...,2,) dont 7 est calculé a partir des valeurs de
To,..., Ty, qui, eux, peuvent étre quelconques, grace a la formule trouvée.

,—l Exemple 1 \

Soit & résoudre ’équation & 3 inconnues z1, T2 et x3
b)
33’]1 + 2!172 - 52173 = 1.

On peut isoler 3
. 3x1 4+ 2x, — 1

T
’ 5
On voit alors que I’équation initiale posséde une (double) infinité de solution, en ce sens que 1’on peut
choisir x1 et x5 comme on le veut, pour autant que ’on choisisse alors x3 selon la formule obtenue.
La solution s’écrit ainsi
3x1 4+ 22, — 1
S = {(171,1'2,1‘3) S R3|JL‘3 = % et (1'1,172) € R2}'

. J

Pour que les n inconnues soient complétement déterminées, il faut introduire d’autres équations sur ces
mémes inconnues. En fait, chaque inconnue doit étre liée aux autres par une condition. L’énoncé d’une condition
permet de poser une équation. Si plusieurs conditions sont données, il y aura plusieurs équations.

Dans ce chapitre on se propose de déterminer les solutions d’un ensemble d’équations qui portent sur un
certain nombre d’inconnues. On appelle systéme d’équations un ensemble d’équations qui doivent étre résolues
simultanément. Cela signifie que ces équations sont vraies pour des valeurs des inconnues qui sont identiques
dans chaque équations : tous les 1 de chaque équation ont la méme valeur, tous les zo ont la méme valeur, et
ainsi de suite.
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Dans ce chapitre, on mettra ’accent essentiellement sur les systémes de deux et trois équations et pour
respectivement deux et trois inconnues.

Nous commengons par donner la méthode générale de résolution de m équations a n inconnues du premier
degré. Cette méthode est valable méme pour les systémes de plus de trois équations et plus de trois inconnues.

Soit le systéme de m équations & n inconnues

1121 + @12%2 + +++ + A1p Ty =b
(21T1 + G22T2 + -+ - + A2p Ty = by
Am1T1 + GmaXa + -+ GmpTn = bm

Les indices des coeflicients a;; du systéme, indiquent
1. Le premier indice, i, représente le numéro de I’équation. On dit que c’est U'indice de ligne.
2. Le second indice, j, représente le numéro de I'inconnue. On dit que c’est 'indice de colonne.

Ces terminologies viennent de ’algébre linéaire et plus particuliérement du calcul matriciel.

Les accolades précisent que toutes les équations doivent étre satisfaites pour exactement les mémes valeurs
des inconnues. Cela signifie que si 'on donne aux inconnues une valeur bien choisie pour chacune d’elles, alors en
placant ces valeurs dans chaque équation, celle-ci est vérifiée. Autrement dit, tout le systéme est une proposition
dans laquelle chaque équation est liée aux autres par un et logique.

Le théorie générale qui est née de ce genre de problémes est 1'algebre linéaire.

5.2 Meéthode de substitution

Il s’agit ici de résoudre une des équations en faveur d’une des inconnues, disons x;, comme on l’a fait au
début du chapitre.

On obtient alors une expression pour x; qui dépend des autres inconnues.

On peut remplacer dans toutes les autres m — 1 équations x; par son expression. On obtient ainsi un nouvel
ensemble de m — 1 équations qui contiennent n — 1 inconnues, I'inconnue x; ne s’y trouvant plus.

On peut recommencer la procédure et isoler, d’'une des équations restantes, une autre inconnue, disons xs.
En remplagant dans toutes les autres équations o par son expression, on obtient un systéme de m — 2 équations
a n — 2 inconnues. De cette fagon on a éliminé deux inconnues, grace & deux équations. Il ne reste plus que
m — 2 équations et n — 2 inconnues.

On procéde ainsi jusqu’a ce que toutes les m équations sont utilisées (il reste alors n — m inconnues) ou que
toutes les n inconnues sont épuisées (il reste alors m — n équations).

Le cas idéal est de tomber sur 1 équation a 1 inconnue que I'on peut résoudre exactement et terminer avec
m —n = 0 équations pour n —m = 0 inconnues.

Ainsi, pour résoudre un systéme de m équations & n inconnues, il faut que

m=n,

cela signifie qu’il faut avoir autant d’équations que d’inconnues.

Une fois que la derniére équation est résolue, on reprend les expressions obtenues pour I'inconnue précédente
qui ne dépend que de la derniére qui a été trouvée. On peut la calculer. On peut ensuite calculer I'inconnue
précédente grace au deux derniéres et ainsi de suite on trouve toutes les valeurs des inconnues.

Cette méthode s’applique sans autre & tout systémes de n équations a n inconnues.

,—l Exemple 2 N

Soit & résoudre le systéme de deux équations & deux inconnues

3xr+2y =5
2 —y =3.

De la deuxiéme équation on peut isoler facilement I'inconnue y
y=2zr—3.

Comme les valeurs de = et y sont les mémes dans les deux équations, on peut remplacer dans la
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premiére équation y par 2x — 3. On obtient ainsi
3z + 22z —3) =5,

que ’on résout

3r+4x—-—6=5
Tr =11

1

:vf7.

On a ainsi obtenu une solution unique pour z. On peut remplacer cette valeur dans I’expression de y

pour trouver
11
Yy = 27 - 33
soit

y:?.

Ainsi, la solution du systéme existe et est unique

s-{(34)

ou la premiére valeur du couple est la valeur unique de x qui est correcte et la seconde est la valeur
unique de y qui est correcte.
On peut également écrire la solution en utilisant I’égalité des couples.

(2,y) = (?;)

\, J

5.2.1 Systémes sous-déterminé

Si le systéme contient plus d’inconnues que d’équations, m < n, la procédure se terminera lorsque l'on aura
une seule équation avec encore n — (m — 1) > 1 (i. e. plus d’une) inconnues.

Cela signifie, essentiellement qu'’il y aura plusieurs possibilités pour chaque inconnue. Soit k =n — (m — 1)
le nombre d’inconnues restantes dans la derniére équation. On peut, comme au début du chapitre, isoler une
des inconnues restantes et ’exprimer a l'aide des k — 1 = n — m inconnues restantes.

On dit que l'on a alors n — m degrés de libertés, car on peut donner arbitrairement une valeur & n — m
inconnues et les autres inconnues seront alors fixées.

De maniére générale, un systéme sous-déterminé posséde une infinité de solutions.

S={(z1,...,24)|...}.

,—‘ Exemple 3 \

Soit le syséme de 2 équations & 3 inconnues

204y —z =0
3r—by+3z =5

On a une inconnue en trop. Tout ce que l'on peut faire est de réduire le probléme le plus possible de
la fagon suivante. On utilise la premiére équation (qui est ici la plus simple) pour isoler I'inconnue z

z=2x+y.
On insére cette expression dans la deuxiéme équation & la place de z et on trouve
3r—5y+32x+y)=5

que I'on peut arranger afin d’obtenir
9xr — 2y = 5.
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\,

Ainsi, on a réduit le probléme & une équation a une inconnue. Dans cette derniére équation, on peut
isoler y et 'exprimer a partir de z

2y =9x — 5
pour obtenir finalement
92 -5
y=—%—
On peut maintenant remplacer le y dans I’expression de z par cette derniére expression
9z — 5
z =2
+ 2
soit
13z -5
z=—".
2

Ainsi, il y a une infinité de solutions. On peut donner & = une valeur quelconque. Dans chaque cas,
si 'on donne & y et & z les valeurs calculées a partir de x

_ 925
y =73
., — 1825

2

alors les valeurs de x,y et z ainsi obtenues vérifient les deux équations initiales.
Ainsi on a une infinité de solutions qui sont déterminées dés que I'on donne une valeur & x.
L’ensemble solution est alors

9z — 5 13z -5
S:{(xayaZ)ER3|~T€R/\y: 1‘2 /\Z::I;}

5.2.2 Systémes sur-déterminé

Si le probléme est donnée par plus d’équations que d’inconnues, la procédure de résolution s’arrétera quand

on aura donné une valeur & toutes les inconnues et il restera encore m — n équations.

Le probléme admettra une solution seulement si les valeurs trouvées vérifient également les autres équations.

Ainsi, en général, un systéme sur-déterminé n’admet pas de solutions

,—‘ Exemple 4 N

S=0.

Soit le systéme de 3 équations & 2 inconnues

2z +y =1
3r—y =5
S5r+2y =4

Cette fois on a une équation de trop.
De la deuxiéme équation on peut isoler y

y =3z —5.

Dans la premiére on obtient
204+3x—5=1

soit
5r =6
et on a alors
6
T = -.
5
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En remplacant dans ’expression pour y

Ainsi des deux premiéres équations on a

| wlo
[SIEN]

=

Si 'on teste ces valeurs dans la troisiéme équation on trouve

6 .7
5o —2- =4
5 75

soit
16
5=

ce qui est clairement faux. Ainsi ce systéme n’admet pas de solution

4

S=0a.

.

5.3 Meéthode de combinaisons linéaires

De fagon générale, la stratégie consiste toujours & éliminer les inconnues en utilisant les équations a dispo-
sition.

La méthode des combinaisons linéaires consiste & prendre plusieurs équations indépendantes et & les multiplier
séparément par des nombres biens choisis. En additionnant alors les nouvelles équations, on obtient une nouvelle
équation dans laquelle on a éliminé une ou plusieurs inconnues.

On procéde ainsi jusqu’a obtenir une équation & une inconnue que l'on peut résoudre exactement. En
procédant de cette fagon pour toutes les inconnues, on trouve toutes les valeurs cherchées.

L’exemple suivant illustre cette démarche.

,—‘ Exemple 5 \

Soit le systéme de 3 équations & 3 inconnues

3xr—y+z =2
r+y+z =95
2r+y—2 =3
On voit que dans la premiére équation figure —y et dans la deuxiéme équation +y. Ainsi, si l'on

additionne les membres de droites ensembles et les membres de gauche ensembles, les y disparaissent.
On obtient une nouvelle équation sans terme en y

Br—y+z2)+(x+y+2)=24+5

soit
dr+22z="1. (5.1)

On peut également éliminer les y en composant la deuxiéme et la troisiéme équation du systéme.
Par exemple en soustrayant la troisiéme a la deuxiéme on obtient

(r4+y+2)—2r+y—2)=5-3

soit
—xr+2z=2. (5.2)
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On obtient ainsi un sous-systéme de deux équations a deux inconnues
dr+2z =7
{—x +2z =2
On obtient directement une équation pour = en soustrayant ces deux équations
(dx+22)— (—x+22)=T7-2

soit
9r =09

d’ou
rz =1.

En remontant les équations on peut utiliser la deuxiéme équation du sous-systéme pour trouver z

22=2+4=x
d’ott
242 3
z= =—.
2 2
et enfin, avec la premiére équation du systéme de départ
3 5
=3 —2=34+=--2=—.
Y T+ z + 5 5
Ainsi, on a trouvé une solution unique
r =1
vy =3
z =3
. J

Un autre exemple illustre encore cette méthode

(—‘ Exemple 6 N

Soit le systéme de deux équations & deux inconnues

3z +2y =10
2z +5y =3

On peut éliminer les y en multipliant la premiére équation par 5 et la deuxiéme par 2 et en soustrayant
ces deux résultats
53z +2y) —2(2x +5y)=5-10—-2-3

pour obtenir
11z = 44.

On obtient alors
T =4.

On peut maintenant éliminer x en faisant
23z 4+ 2y) —3(2x +5y) =2-10—-3-3

soit
—11y =11,
d’ou
y = —1.
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Ainsi la solution est

x =4
y =-1

Reprenons ce dernier exemple en illustrant une maniére de procéder qui évite les détails fastidieux de tout

expliquer

,—‘ Exemple 7

Reprenons le systéme. On commence par numéroter les équations afin de les rappeler plus simplement

3x+2y =10 (1)
2e+5y =3 (2)

La premiére étape s’écrit alors simplement (aprés avoir effectué les calculs dans les deux membres)

5(1) —2(2) : 11z = 44.
d’ou
=4
Et la seconde étape devient
2(1) — 3(2) : —11y =11,
d’ou
y=-1

On conclut avec la solution

\

Enfin une autre maniére de représenter le méme calcul est fournie par I’exemple suivant

/—‘ Exemple 8

Toujours avec le méme systéme
3z +2y =10
20 +5y =3

On explique la premiére opération en notant les multiplications proposées. Il est alors sous-entendu
que dés que la multiplication est faite, on opére une addition des deux résultats, membre & membre

3x+2y =10 5
2c 45y =3|-2

et on obtient
11z = 44,

d’ou

Pour extraire y on procéde ainsi

et on obtient

d’ou
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On conclut encore avec la solution

5.3.1 Indépendance linéaire

Soit un systéme de m équations & n inconnues. On dit que la i équation est linéairement indépendante des
autres si ’on ne peut pas trouver de combinaison linéaire de ces derniéres équations qui donne 1’équation 1.

Par exemple, dans les systémes des exemples précédents de cette section, les équations de ces systémes sont
linéairement indépendantes les unes des autres.

Par contre, dans ’exemple des systémes sur-déterminés ou 'on avait 3 équations pour 2 inconnues, le
systéme proposé est un systéme dans lequel les équations sont linéairement dépendantes. Pour étre plus précis,
les membres de gauches, qui contiennent les inconnues, sont linéairement dépendants

20 4+y =1
3r—y =5
Sr+2y =4

En effet, si 'on multiplie le membre de gauche de la premiére équation par % et le membre de gauche de la

deuxiéme équation par % et que 'on ajoute les résultats on obtient
5T + 2y

dans le membre de gauche de la nouvelle équation. Par contre, le membre de droite devient

11 1 16
14+ Z.5=—,
5 +5 5)

Ainsi, I’équation qui résulte de cette combinaison linéaire est

16

On se retrouve alors avec deux équations qui ont le méme membre de gauche, mais pas le méme membre de
droite. Ce qui ne peut jamais étre le cas. Ainsi, S = @.
Si la derniére équation du systéme était

16
or + 2y = =
cette derniére équation n’aurait rien ajouté de plus au systéme et aurait pu étre enlevée, sans changer le
probléme.
Ainsi, par exemple, le systéme
2r+y =1
3zr—y =5
Sx+2y = 15—6

contient une équation inutile et on peut enlever celle que 'on veut. En effet, on peut utiliser deux de ces
équations pour obtenir la troisiéme, cela signifie bien que l'information contenue dans la troisiéme se trouve
déja dans les deux autres. Ce systéme est alors équivalent au systéme

2r+y =1
3r—y =95

€T =
y =-1.

Nous verrons qu’il est facile de déterminer si le systéme que I'on doit résoudre est un systéme dont les équations
sont indépendantes ou pas grace aux déterminants, dans la section suivante.

qui admet la solution unique

ulo

5.4 Meéthode de Cramer

Dans ce qui suit nous allons déterminer une méthode qui permet d’obtenir directement les solutions d’un
systéme de deux équations a deux inconnues ou de trois équations & trois inconnues en utilisant une formule
calculée une fois pour toute. Ce qui est remarquable est que la formule est du méme genre dans ces deux cas.
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5.4.1 Systéme de deux équations a4 deux inconnues

Soit un systéme de deux équations a deux inconnues. Dans le cas général, on peut ’écrire sous la forme

anr +apy =b
a217 + azey = by

ol a1, G12, 021,022, b1 et by sont des nombres quelconques.

Les nombres aq1,...,as2 sont les coefficients de 1’équation. Les nombres b; et by forment le vecteur du
membre de droite du systéme.

Pour résoudre ce systéme, on peut utiliser la méthode des combinaisons linéaires pour éliminer une inconnue
du probléme. Ainsi, on peut multiplier la premiére équation par ags et la seconde par ajs et soustraire les
résultats pour éliminer y et obtenir une équation a une seule inconnue, x

anx +aey =0bi| ax
a1T + azey = ba| aia.
On obtient alors ’équation
(a11a22 - a12a21)96 = ag2b; — a12bs. (53)
De la méme fagon, on peut éliminer z
a1 +ay =bi| axn
a1T + azy = ba|ai;.

pour obtenir
(a12a21 - a11¢122)y = az1b1 — anbs.

Ce coeflicient est ’opposé du coefficient de z.En changeant les signes des deux membres on trouve
(a11a22 — a12a21)y = ar1bz — az:br. (5.4)

Les équations 5.3 et 5.4 ont le méme coefficient pour x et y respectivement. Pour résoudre ces deux équations
il faut distinguer deux cas, puisque les coeflicients de a et de y sont égaux, au signe preés.
1°r cas : Le coefficient de = et y est non nul

ai1az2 — aiza21 # 0.

Dans ce cas on peut continuer la résolution et trouver x et y en divisant les deux membres de ces équations
par ce coefficient
a22b1 — a12bs

aiiaz2 — 12021

et
az1by —ai1bs

12021 — G11022

Ainsi, le systéme admet, dans ce cas, une solution unique

a22b1 — a12bs

aiiaz2 — ai2a21

a11b2 — az1b

411022 — 412021

On donnera, un peu plus bas, un moyen simple de retenir ces formules.
2¢ cas : Le coefficient de z et de y est nul. Dans ce cas, le systéme revient au systéme

0-x = agb; —aibs
0-y =aiiby —anb

On se retrouve alors avec deux possibilités

1. Les membres de gauche sont nuls
a22b1 - a12b2 =0 et a11b2 — a21b1 =0.
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Dans ce cas, le systéme est équivalent au systéme

0-z =0
0-y =0.

En observant les coefficients du systéme, on constate alors que

b1 a12
a22b1 7(1121)2 == = = ——
by a2
et que
by a11
a11by — ag1by = — = —
by a9
et pour les coefficients de z et y
ai1 a12
ai1az2 — 2021 = 0= — = —
a2 a2
On voit alors que
a117012ib17k

as1  azr by

autrement dit, que les équations sont proportionnelles.
Si on appelle k ce rapport de proportionnalité, comme ci-dessus, on a

ayy = kao1, a1z = kaga, et by = kb

donc le systéme est composé de deux équations équivalentes

kaoix + kagsy = kby
21T + a22Y = by

Ce dernier systéme est toujours vérifié et ’ensemble solution est une partie de R? de la forme

by —
S ={(x,y) eRﬂxeRety:w}
a22
ou
by —
S =A{(x,y) €R2|x:27(122y et y € R}

selon que l'on isole z ou y.
Autrement dit, tout couple (z,y) de valeurs de R? est une solution du probléme.
Dans le cas ou tous les coefficients sont nuls, on a clairement

S =R2
2. Les membres de gauches ne sont pas nuls
agaby — a12ba #0 et ai1by —as1by # 0.
Dans ce cas, le systéme est équivalent au systéme
0-2 #0
{O -y #0.
Ce qui n’arrive jamais et le systéme n’admet aucune solution
S=0.
Avant de discuter plus avant sur ces solutions, nous allons discuter de la notion de déterminant.
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5.4.2 Le déterminant

En algebre linéaire, les systémes d’équations prennent la forme de tableaux (que 1'on appelle matrices) que
I’on multiplie avec des régles bien définies.

En particulier, il y a une matrice qui contient tous les coeflicients du systéme. Par exemple dans le cas du
systéme de deux équations & deux inconnues, il y a la matrice du systéme qui est carrée de deux lignes et deux

colonnes (on dit 2 x 2)
a a
A (0 @m2)
G21 Q22
Le membre de gauche s’écrit par une matrice colonne 2 X 1, un vecteur,

2= (1)

de méme que le vecteur inconnu

Définition 1

Le déterminant d’un systéme de deux équations a deux inconnues, det(A) est le nombre

a1l a2

= a11G22 — 412021
a21 Aa22

det(A) =

C’est le produit des termes de la diagonale qui va d’en haut & gauche & en bas a droite moins le produit de la
diagonale qui va d’en bas a gauche a en haut a droite. C’est la régle dite de Sarrus.
Si ’on remplace la colonne des coefficient de x, la premiére colonne, par le vecteur b, la matrice A devient

la matrice
N, — (bl alz)
by age

br a1z
by ag

et le déterminant de IV, devient

det(Nm) = = b1a22 — bgalg.

On reconnait ici le numérateur x de la solution 5.5 du systéme.
Si on remplace la deuxiéme colonne de A, les coefficients de y, par le vecteur b, on obtient la matrice

_fann b
Ny<a21 b2>

ail 1
= az1b1 — ay1bs.
az1 b

dont le déterminant est
det(Ny) =

Ce n’est rien d’autre que le numérateur de y dans la solution 5.5 du systéme.
Avec ces nouvelles notations, le systéme de deux équations a deux inconnues

anx +ay =b
a21% + agey = b

se résout en calculant d’abord le déterminant du systéme det(A). On distingue alors les cas

1. det(A) #0
2. det(4) =0
Dans le premier cas, le systéme admet une solution unique
_ det(N)
~ det(A)
_ det(Ny)
YT Tdet(A)

Le second cas est a rapprocher de la discussion des équations linéairement indépendantes. Si le déterminant
du systéme est nul, cela signifie que les membres de gauche des équations sont linéairement dépendantes. Le
systéme admet alors une solution seulement si les membres de droite présentent la méme dépendance.

159 ©Guglielmo Pasa



CHAPITRE 5. SYSTEMES 5.4. METHODE DE CRAMER

1. Une infinité de solution, si
det(N,) = det(N,) = 0.
Alors
S c R? ou S =R2.
2. Aucune solution sinon. Alors
S =g.

5.4.3 Systéme de trois équations a trois inconnues

Les systémes de trois équations du premier degrés a trois inconnues peuvent se résoudre exactement de la
méme fagon que les systémes de deux équations & deux inconnues.
Soit le systéme

a1171 + a12%2 + a13r3 = by
a21%1 + a22%2 + ag3r3y = by
a31x1 + asa®2 + azzrs = bs.

La matrice A des coeflicients du systéme est

a1 Gi2 a3
A= |axn a2 a
az1 agz ass

Ce déterminant est calculé grace a la régle de Sarrus pour les matrices 3 x 3 (cette régle ne vaut que pour les
matrices carrées de dimension 2 et 3, mais ne se généralise pas pour les matrices supérieures) : on recopie la
matrice en répétant les deux premiéres colonnes a droite

ail a2 a1z @11 a2
a21 Aa22 a23 a1 a22.
az1 asz2 aszz az1 Aas2

On effectue le produit des termes dans chacune des trois diagonales qui descendent de gauche & droite (a11a22as3,
a12a23a31 et ajsasiasze). On additionne ces résultats. On effectue le produit des termes dans chacune des dia-
gonales montantes de gauche & droite (agiaz2a13, azaaazair et agzaziaiz) et on soustrait tous ces résultats a la
somme précédente. Le déterminant de la matrice 3 x 3 est alors

det(A) = 011022033 + 312023031 + 013021032 — G31022013 — (32023011 — (33021012-

Aprés de longs et fastidieux calculs, mais qui ne présentent pas de difficulté, on montre que le systéme admet
une solution unique si et seulement si le déterminant du systéme est non nul

det(A) # 0.

Dans ce cas, on peut calculer les numérateurs comme dans le cas des systémes de deux équations a deux
inconnues, en créant les matrices

by a2 a3 ain bi ais
Ny = b2 az aa], Ny = a2 b2 a2
b3 azz ass azr by ass

et
a1 aiz by
N.=laa ax b
asy azz bs
Les solutions du systéme sont alors données par

_det(NV,)

~ det(A)

_ det(N,)
YT det(A)

_ det(N.)

~ det(A)

Dans le cas ou le déterminant du systéme est nul, on a les méme cas a traiter que dans les systéme de deux
équations & deux inconnues.
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5.5 Ce qu’il faut connaitre

Stratégie de résolution d’un systéme par élimination/substitution.
Méthode de résolution par combinaisons linéaires.
Méthode de Cramer pour les systémes 2 x 2 et 3 x 3.

Calcul des déterminants des systémes 2 x 2 et 3 x 3.

A O

Traitement des cas sur-déterminés et sous-déterminés.

5.6 Exercices

5.6.1 Méthode d’élimination ou substitution

Exercice 5.1.
Résoudre les systémes suivants

) {3x+ y 5 ) {a: 3y+25 =0 3 {x+y 9

5Y =15 dr—y—25 =0 20 —y =2
3 =11 122 — 5y =129 12 11y =6
4) T+ 3y 5) x Y 6) r+1ly
5y —3(x—1) =68 4r—3y =11 3y — 2z =28
) T+y =28 ) 2z + by =069 9) 5T =y
3r—1ly =8y —48 y—4(x -7 =67-3z 12¢ =2y =10
) 2x + 14y =330 11) 2r+3y =4 12) 2lz +8y+66 =0
63z + 7y =273 3y+ 10z =44 28 —23y—13 =0

Exercice 5.2.
Résoudre les systémes suivants

3 4x4+15 3y—5
Zy =1 — =
x+7y 7 3 5 T
1) 6)
5 2043z  y+15
-z =1
y-gr =16 TR
Ty z—y 1 10 — 2y
J— = — _ = — :3
gty =Y 3 4(33 3
2) 7)
Ty _ -5 2
42 =7 T y T+ Y
4 5 5 T o z
dx — 5 3 4 x—y
:3 — _— =
2% — 3 57 10Y 5
3) 8)
10(2 3 3x—5H
3 +5 _4 (:17+)2<y x ) 60
y+1 11 8
_ _ 13 3
Ut + =0
8 5 3+x+4+2y 6+4x— 5y
4) 9)
2y — _
9z 4 2Y ) _ 91 6x — by + 4 _Bw+2y+1
3 3 19
J;—4_3y—|—4 oy r+5 7y—9+ 112
3 10 z4+1  y+7 (+1D)y+7
. 0) y+7 @D+
20 -5 2y—4
x5 - = =1 2 +10 =3y+1
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Exercice 5.3.
Résoudre les systémes suivants

dr + 3y + 62 =41 3z—2y—xz =18 2v —3y+2z =41
1) < 8z + 5y =31 2) {2 +32—-2r =36 3)<{3y—2z =13
Ty =21 Sr + 2y — 2 10 5z — 3y =22
r+4y —z =1 Tr — 4y — bz 56 3x—y+z 29
)2 —3y+22 =21 5)¢ 3y — 22 =13 6)Sz+3y+30z =
2y —x+ 2 =17 5 — 3y 22 T—y+z =17
6r —y+32z =38 22 + 3y + 4z 53 z+y+z =25
NSbr —2y+2 =24 8)¢ 3z +5y—4z =2 N z—y+z =5
3r + bz =28 dx + Ty — 2z 31 T+ 2z =2y —10
rT+y+z =0 rT—y—2z 6 r+ay+a’z =ad
10)d (b+c)z+(a+c)y+(a+bz =0 11)ax—2y—32 =10 12X x+by+b*2z =13
bcr + acy + abz =1 br4+6y+z = r+ey+clz =c
Exercice 5.4.
Déterminer dans les systémes suivants lesquels sont indéterminés et lesquels sont impossibles
-2 =3 — =5 Tr—5 =6y+3
1) x Y 2) r+y—=z 3) T Yy +
3r—6y =9 3r—2y+z2z =4 y+7r =Ty+12
5x—2y =17 2(x+y) =5 3r—2y =5
4) ¢ 10z +3y = 5) 6) z—3y =4
r Yy
— — — — :]_ =
x — by 7 3+3 Tr + by 2
y—z =
7 ) dde+Ty+2z =1 9
)Y 243 y+2 ) 4x+2y : . ){3:1: —3y+7
r—2 Cy+1 x y
r—3 _ 2
TH+y+z 9 y+2 3 20 —y+ 2 16
10) Sz +2y+32 =14 11) 12) ¢3x+2y—2 =
3r42y+2 =22 r+3 _ 3 9z —y +22 = 40.
y— 2 2
Exercice 5.5.
Résoudre les systémes d’équations suivants
z+y+z+v =10 2o +y+ 22+ 3v 52 20 —y+2z—v 20
1) 20 —y+ 2 =3 2) r—y+z—20 =0 3) S5 —2y+ v 11
4y + 3z =17 2t —3y+2z—v =4 dx +y—3v 20
Ty — 3z =5 3z 4 5z —4v 44 2z — 3y +2v =3
rT—Yy—2—0 =38
dy—5r—v—3z = -6 S5c+y+2z+3v =51
20 +y+z—u =38
3z—2z+v+y =12 3z —4y+2z2+0v =12
4) 5) 6) {y+z—u—v =
2z24+y—5z—v =7 44y —v =10
2z — 3y + 32 +4 5 2y + 4 27 itZo—u-y =16
x — z+4dv =-— T — v =
Y Y r—3v+2u—3z =4

5.6.2 Meéthode des combinaisons linéaires

Reprendre les systémes des exercices précédents 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 et les résoudre par la méthode de

substitution. Comparer les deux méthodes.
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5.6.3 Meéthode de Cramer

Reprendre les systémes des exercices précédents 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4 et les résoudre par la méthode de Cramer.
Comparer les différentes méthodes.

5.6.4 Problémes

Exercice 5.6.
Comment peut-on payer la somme de 270 francs avec 30 piéces, les unes de 5 francs et les autres de 207

Exercice 5.7.

Deux ouvriers ont fait ensemble 151 métres d’ouvrage, en travaillant respectivement 7 1/2 jours et 5 3/7 jours.
S’ils avaient travaillé 8 1/5 jours et 7 1/2 jours, ils auraient fait 187 meétres. Combien de métres chaque ouvrier
fait-il par jours?

Exercice 5.8.
En ajoutant 36 & un nombre de deux chiffres, on obtient le nombre renversé; le chiffre des dizaines augmenté
de 2 vaut le 3/4 du chiffre des unités. Quel est ce nombre ?

Exercice 5.9.
Un nombre de deux chiffres est tel qu’en y ajoutant 9, on obtient le nombre renversé et qu’en le diminuant de
9, le reste égale 4 fois la somme des chiffres. Quel est ce nombre ?

Exercice 5.10.

A et B travaillent & un ouvrage qu’ils peuvent terminer en 30 jours, et qui leur sera payé 1’152 francs. Quand
ils sont & moitié, A interrompt pendant 8 jours et B pendant 4 jours. A cause de cela, il leur faut 5 1/2 jours
de plus. Combien chacun recevra-t-il 7

Exercice 5.11.
Il y a 4 ans, ’age du pére était le quadruple de celui de son fils; dans 10 ans, il n’en sera plus que le double.
Quels sont les ages actuels?

Exercice 5.12.
Pierre dit a Simon : « J’ai deux fois I’age que vous aviez quand j’avais I’age que vous avez, et quand vous aurez
I’age que j’ai, la somme de nos deux ages égalera 63 ans. » Quels sont leurs ages?

Exercice 5.13.
Il y a 7 ans, la moitié de I’age de mon oncle surpassait le mien de 2 ans. Aujourd’hui, mon Age surpasse de 5
ans les 2/5 de celui de mon oncle. Quels sont nos ages ?

Exercice 5.14.
Deux sommes placées 'une a 4% et 'autre a 5% produisent ensemble un revenu annuel de 400 francs. Si I'une
était placée au taux de l'autre, elles donneraient 410 francs. Quelles sont ces deux sommes ?

Exercice 5.15.

Deux sommes placées a 5% donnent 550 francs d’intérét par an; en diminuant le taux de la premiére et en
augmentant celui de la seconde, chacun de 0.25 %, I'intérét serait augmenté de 2.50 francs. Quelles sont ces deux
sommes 7

Exercice 5.16.
Deux sommes, I'une de 5000 francs et 'autre de 6’000 francs, rapportent ensemble 525 francs par an. En les
placant 'une au taux de 'autre, 'intérét ne serait que de 520 francs. Quels sont les deux taux 7

Exercice 5.17.

Deux capitaux A et B ont été placés comme suit : le quart de A et les 3/5 de B a 4% les restes a 5%. Le
premier placement donne 2160 francs d’intéréts simples en 3 ans. et 'autre 5200 francs en 4 ans. Trouver les
deux capitaux.

Exercice 5.18.

Jean a placé 12’600 francs de plus que Louis et & 1% de plus; aussi retire-t-il 730 francs d’intéréts de plus par
an. Alphonse place 3’000 francs de plus que Louis et a 2% de plus; son revenu surpasse de 380 francs celui de
Louis. Déterminer les capitaux placés et les taux.
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Exercice 5.19.

Deux capitaux ont comme somme 6’000 francs. Le premier est placé & 1% de plus que le deuxiéme et ils
produisent ensemble 264 francs d’intéréts par an. Si le premier était placé au taux du second, et réciproquement,
ils produiraient 276 francs d’intéréts. Quelles sont les deux sommes et a quels taux sont-elles placées?

Exercice 5.20.

Un marchand a du vin de deux qualités : en mélant 3 hl du meilleur avec 5 hl du moins bon, le litre vaut 24.60
francs. En mélant 3 3/4 hl du meilleur avec 7 1/2 hl de l'autre, le litre revient a 24 francs. Quel est le prix du
litre de chaque espéce ?

Exercice 5.21.

On a un certain nombre de litres de vin. Si I'on y ajoute 6 litres d’eau, le prix du litre diminue de 3.60 francs;
si 'on ajoute 10 litres d’eau, le prix du litre diminue de 5.60 francs. Déterminer le nombre de litres de vin et le
prix du litre.

Exercice 5.22.
21 kg d’argent ne pésent dans l'eau que 19 kg, et 9 kg de cuivre n’y pésent que 8 kg. Un alliage d’argent et de
cuivre de 148 kg perd 14 2/3 kg dans l'eau. Déterminer les quantités d’argent et de cuivre qu’il contient.

Exercice 5.23.

On a deux lingots de méme poids et de titres! différents. Si on fond le premier avec le quart du second, on
obtient un alliage au titre de 0.936. Si 'on fond le premier avec la moitié du second, on obtient un alliage au
titre de 0.920. Déterminer le titre de chaque lingot.

Exercice 5.24.

Alice et Bob jouent deux parties; a la premiére, Alice gagne autant d’argent qu’elle en avait, moins 8 francs;
elle en a alors deux fois autant que Bob. A la seconde partie, Bob gagne autant qu’il lui restait, moins 4 francs.
Ils ont alors la méme somme. Combien d’argent avait chacun ?

Exercice 5.25.

Une somme d’argent a été partagée également entre un certain nombre de personnes. S’il y avait eu 6 personnes
de plus, chacun et regu 2 francs de moins. Au contraire, s’il y avait eu 3 personnes de moins, chacune aurait
recu 2 francs de plus. Déterminer le nombre de personnes, la part de chacune et la somme partagée.

Exercice 5.26.

On demandait & quelqu’un son age, ainsi que celui de son pére et de son grand-pére. Il répondit : « Mon age et
celui de mon pére font ensemble 56 ans; mon pére et mon grand-pére ont ensemble 100 ans; enfin mon age et
celui de mon grand-pére font ensemble 80 ans. » Déterminer ’age de chacun.

Exercice 5.27.
Trois fontaines A, B et C' coulent dans un bassin; A et B le remplissent en 1h 10min; A et C' en 84 min; B
et C en 2h 20 min. Quel temps faut-il :

1. a chaque fontaine

2. aux trois fontaines & la fois

pour remplir le bassin 7

Exercice 5.28.

Trois artilleurs A, B et C ont tirés des coups de canon. A et B ont tirés ensemble 20 coups de plus que C'; B
et C, 32 coups de plus que A; A et C, 28 coups de plus que B. Calculer le nombre de coups tirés par chaque
artilleur.

Exercice 5.29.
Un nombre de trois chiffres a 16 pour somme de ses chiffres ; en y ajoutant le nombre renversé, on obtient 1’211 ;
en le retranchant du nombre renversé, on obtient 297. Quel est ce nombre ?

1. C’est-a-dire la fraction en masse de métal pur, autrement dit, la masse de métal pur divisée par la masse totale du métal.
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Chapitre 6

Trindme du second degré

6.1 Racines du trinéme du second degré

Un trinéme du second degré est un polynoéme de degré 2 dans sa variable. Si x est la variable, le polynéme
de degré 2 ne contient alors que des termes en z2, en z et un terme sans . Il ne contient donc que trois termes
et a la forme suivante

f(z) = ax® + bz + c.

Le nombre a est le coefficient de 22, le nombre b celui de x et c est le terme constant (sans z.) Ainsi, un polynéme
de degré 2, ne contient au plus que trois termes : c’est un trindme.

Pour que le polynéme soit de degré 2, il faut clairement que a # 0, sans quoi, le polyndme serait de degré
au plus égal a 1.

Dans les sections suivantes nous allons d’abord chercher les racines du trinéme du second degré, si elles
existent. Une racine (ou un zéro) d’une fonction, est la valeur que doit prendre la variable & pour que la fonction
s’annule : f(z) = 0.

Aprés un exemple introductif, nous donnerons la méthode générale. Cette méthode nous donne, de maniére
exhaustive, les solutions du trinéme du second degré si elles existent. Des exemples illustrent ensuite, 1'utilisation
de la méthode.

Dans un second temps, nous étudierons plus en détails le comportement de ’application trinéme du second
degré, selon les valeurs des paramétres a, b et c.

6.1.1 Introduction

Soit le trinome du second degré défini par f(x) = 3x? + 6z — 18. Cherchons les racines de ce trinome,
c’est-a-dire les valeurs de la variable z qui annulent ’application f, i. e. telles que

f(@) =0.
Dans notre cas, cela revient a chercher les valeurs de x telles que
32% + 6z — 18 = 0.

Mettons le coefficient de 22 en évidence
3(z% 4+ 22 — 6) = 0.

Ce qui implique
2?4+ 22 -6=0.

Les deux premiers termes (ceux en 22 et en z) sont les mémes que ceux du développement du carré (z +1)? =
22 + 22 + 1. Nous pouvons donc remplacer ces termes par (z + 1)? — 1 = 22 + 2x. Nous obtenons alors

(x+1)*—-1-6=0,

soit
(x+1)>=7=0.

En utilisant Iidentité remarquable a? — b* = (a + b)(a — b) on trouve
(@+1)+V7) (@+1) - V7) =0,
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Nous avons ainsi les deux possibilités

(x+1)+V7=0 r=-1-7

ou < q ou

(m—i—l)—\ﬁ:(). x=—14+7.
Ce que nous pouvons encore écrire, de maniére plus compacte
T10=—1+VT.
Ce qui signifie que les racines (ou zéros) du trindme donné sont
xlz—l—\ﬁ et xgz—l—i—\ﬁ,

comme on peut le vérifier par le calcul direct en remplagant x par x1 ou x5 dans le trinéme donné. Il est évident
que 1 < 3.

6.1.2 Meéthode générale

Soit un trinome du second degré de la forme f(x) = ax? + bx + ¢, oi @ # 0. Pour chercher les racines du
trindbme utilisons la méthode qui vient d’étre illustrée. Comme a # 0, on peut écrire

ax? +bx+c=0
b
a<x2+x+c> =0
a a
d’ou
b
224 x4 =0 (6.1)
a a

Les deux premiers termes sont les mémes que ceux du développement de

Ainsi :

L’équation (6.1) devient alors

x—i—i 2—i—i—E—O
2a 4a2 o

En mettant les deux derniers termes au méme dénominateur, on obtient

+£ 271)274(1070
T o 402

Nous définissons le discriminant

A =b% — 4ac
On a alors : ,
b A

Il convient maintenant de distinguer trois cas

1. A >0:SiA >0 on peut le considérer comme un carré. Dans ce cas, le membre de gauche de I’équation
(6.2) est une différence de deux carrés et en utilisant I'identité remarquable a? — b* = (a+b)(a —b), on a

(8)+ ) (e ) 5) - o

©Guglielmo Pasa 166



6.1. RACINES DU TRINOME

CHAPITRE 6. TRINOME

Ce qui n’est possible que si I'une des deux parenthéses est nulle

T oat e 70 =%
ou < 4§ ou
b VA VA
T+ ———=0 r=——+4+—
2a 2a 2a 2a
Nous avons ainsi deux solutions distinctes
-b— VA
Tr1 =
! 2a
et
—b+VA
L9 = ——-——.
2a

L’équation (6.3) devient alors
(x —x1)(x —x2) = 0.

Le trindéme se factorise et s’écrit :

f(x) =alz — z1)(x — x2).

2. A =0 : Dans ce cas, le dernier terme de I’équation (6.2) s’annule et I’équation devient

b 2
— ] =0.
(:U—F 2a>

On a alors une solution unique, que ’on nomme double et qui vaut :

b

To=——.
2a

Le trinéme est un carré parfait, et son signe est celui de a

f(z) = a(z — x0)%

3. A<0:5i A <0 alors —% > 0. Le membre de gauche de I'équation (6.2) est une somme de deux
nombres positifs. Cette somme ne peut jamais s’annuler. Il n’y a donc pas de solution dans ce cas. Le
trindme ne s’annule jamais et s’écrit comme la somme d’un carré parfait avec un nombre positif

flx)=a ((x+22)2+ (;ﬁ))

Les valeurs prises par f seront toujours plus grandes ou plus petites que % selon que a >0 oua <0

respectivement.

,—I Exemple 1

commengons par calculer le discriminant
A=b*—4dac=5"—4-3-(~7) =25+ 84 = 109.
Le discriminant est positif, il y a donc deux racines distinctes

 —b—VA  —5-/109

T T, 6

et
b+ VA —54+/109
20 6 '

T2

Un simple calcul montre que

f(z) =3(x — z1)(x — x2).

167

Soit le trinéme du second degré f(x) = 322 + 5z — 7. Pour trouver les racines de ce trinome, nous
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.

,—‘ Exemple 2

6.2. SIGNE DU TRINOME

Soit le trinome du second degré f(z) = 22% — 2z + 3.
Le discriminant de ce trindme vaut

1
A:(—2)2—4~2-§:4—4:0.

Le trinome admet donc une racine double

De plus on peut écrire le trinéme sous la forme d’un carré parfait

=2 (e-1)"

Il en découle que ce trindbme a toujours une valeur positive ou nulle.

.

,—‘ Exemple 3

Soit le trinéme du second degré f(z) = 222 — 3z + 7.
Le discriminant vaut

A=(-3)2-4-2.7=9—56=—A4T.

Le discriminant est négatif. Le trindme n’admet aucune racine réelle. On peut toutefois 1’écrire sous

la forme 9
3 47
f(a:):2<m—4) + —.

Nous pouvons donc affirmer que f(z) > % quelle que soit la valeurs de x. De plus, cette valeur est la
plus petite que peut prendre le polynéme. C’est un minimum.

6.2 Signe du trin6me

Dans la section précédente, nous avons vu comment savoir si un trindme du second degré a des racines et, le
cas échéant, comment les calculer. Nous avons grossiérement ébauché une étude de la factorisation et du signe
des trindmes. Dans ce paragraphe nous allons étudier plus en détails la factorisation du trindme et son signe,

selon les valeurs des paramétres a, b et c.

6.2.1 Factorisation du trindme

Nous reprenons successivement les trois cas selon le signe du discriminant.

1. A >0 : Le trindme admet alors deux racines réelles distinctes x; et xo. Chacune des parenthéses du
membre de gauche de 1’équation (6.3) s’écrit respectivement (x —x1) et (z — z2). Comme ce membre est

obtenu apres division de f(x) par a, pour retrouver f(z) il faut multiplier ce produit par a

f(x) =alz — z1)(x — x2).

2. A = 0 : Le trindbme admet une racine réelle double x( et le trinéme se factorise sous la forme

f(z) = a(z — x0)%

3. A <0 : Le trindbme n’admet pas de racine réelle, mais peut s’écrire sous la forme

or-a((e-2)' ¢ 2).

ou la parenthése contient la somme de deux termes positifs. Ainsi la parenthése est strictement positive.
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6.2.2 Signe du trinéme

Dans l'ordre, reprenons les trois cas, selon le signe du discriminant.
b b

1. A > 0 : Pour déterminer le signe du trindme, nous devons étudier le signe de chacun des facteurs de
f(x). Le forme factorisée de f est

f(x) =alz — z1)(x — x2).

Il y a trois facteurs dont il faut étudier le signe. Nous faisons cette étude de signe a ’aide du tableau des

signes
’x ‘ ‘xl‘ ‘xQ‘ ‘
T — T -0 |+ + |+
T — T - —1—10]+
’(x—zl)(x—zg)‘+‘ 0 ‘—‘ 0 ‘+‘

« Nous en concluons que le signe de f(z) est partout le méme que celui de a, sauf entre les racines. »

2. A = 0 : Lorsque le discriminant est nul, nous avons vu que f se factorise sous la forme d’un carré parfait
f(x) = a(z — o).

Le carré étant toujours positif, le signe de f est toujours le méme que le signe de a.

3. A <0 : Dans ce cas, nous avons vu que f(z) s’écrit comme le produit de a avec une somme de deux
nombres positifs. C’est donc le produit de a avec un nombre positif. Ainsi, le signe de f(x) est toujours
celui de a.

6.2.3 Croissance et extrema
Extrema

Dans les trois cas, qui dépendent de la valeur de A, nous pouvons toujours écrire

f(m>=a<($+zl;)2+<;§)>'

Le premier terme de la grande parenthése est clairement toujours positif (le second dépend évidemment du
signe de A, comme nous l'avons vu lors de la recherche des racines). Il s’annule lorsque = = —%. La grande
parenthése prend alors sa valeur minimale %. Si a > 0, la valeur de f sera alors minimale. Si a < 0 elle sera

alors maximale. Ainsi

a >0 : Le trindme du second degré atteint son minimum lorsque x = —% et on a
b A
fmin - f(_?) - -
a 4a
a < 0 : Le trinéme du second degré atteint son maximum lorsque = = 723 et on a
b A
fmax - f(_%) - _E~

Ces résultats ne dépendent pas du signe de A.

Croissance

Soit 1 et x5 deux nombres quelconques. Supposons que {z1, 22} C] — oo, —%[. x1 et xo sont plus petits (on
dit aussi : a gauche) de z,, = —% et tels que
r, < Ta.

On a alors

+b< +b<0
T — <z — .
1o 2 2a

T —&—i 2> T —l—i 2>O
! 2a 2 2a '
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f(;m) _ (9“*;@)2* CA) . (“*;j* CA) _ f(zl),

Soit

Ainsi

Si a > 0 : Pour obtenir f, on doit multiplier cette inégalité par le nombre positif a, ce qui respecte 'inégalité.
On a alors f(z1) > f(z2).
Ainsi, en prenant des nombres de plus en plus grands (z7 < x2) on obtient des valeurs de plus en plus
petites (f(z1) > f(22).) Donc la fonction est décroissante & gauche de z,, = — 2.

Sia <0 : Lors de la multiplication par a, on doit renverser le sens de I'inégalité. On obtient alors f(x1) <
f(z2).
Ce qui signifie qu’en prenant des valeurs de plus en plus grandes, on obtient des valeurs de plus en plus
grandes (f(z1) < f(z2)). Donc le trindme est croissant & gauche de z,, = — .

De méme, lorsque {z1, 22} C] — %, oo[ et que &1 < T2, nous obtenons

f(z1) < flaz)

a a

Si a > 0 : Pour obtenir f, on doit multiplier cette inégalité par le nombre positif a, ce qui respecte 'inégalité.
On a alors f(z1) < f(z2). Donc la fonction est croissante & droite de @, = — .
Si a <0 : Lors de la multiplication par a, on doit renverser le sens de I'inégalité. On obtient alors f(x1) >

f(x2). Donc le trindme est décroissant a droite de x,, = b

Ainsi, en guise de résumé, nous pouvons dire que *
Sia>0: La fonction admet un minimum en z,, = —% qui
vaut f(z,,) = —4£. Le trinome est décroissant a gauche de
T, et croissant & droite de x,,.
Sia <0: La fonction admet un maximum en z,, = f% qui
vaut f(z,,) = —%. Le trindme est croissant a gauche de
T, et décroissant & droite de x,,.

6.2.4 Graphe du trinéme du second degré
Représentation graphique d’une fonction

On représente usuellement les fonctions et les applications & I'aide d’un diagramme cartésien, du méme type
que celui qui permet de représenter les relations. Pour le trindme du second degré, qui est un polynoéme, donc
une application, I’ensemble de départ est R et ’ensemble d’arrivée est dans R. Ainsi, si f est un trindéme du
second degré, c’est une application de R vers R, qui, & tout nombre réel associe un autre réel, noté f(z). On le
note

f:R—>R
x = f(x).

En disposant les points du graphe de ’application, nous obtenons une courbe. Dans le cas d’un trin6me du
second degré, cette courbe est une parabole. Le graphe de 'application est I’ensemble

G=A{(z,y) eRxR|y=f(2)}

Ainsi, le graphe est formé des couples de la forme (z, f(x)). La représentation graphique d’une application f,
se construit a 'aide du diagramme cartésien comme sur la Fig.-6.1.
Supposons par exemple que l’on a une application f, définie de {—2,—1,0, 1,2} vers {0, 1,2, 3} par le graphe

G= {(_27 2)7 (_1’ 3)7 (07 1)7 (17 2)? (2, 1)}a

alors sa représentation graphique sera celle de la figure Fig.-6.1. C’est un ensemble de points “discrets” (séparés
les uns des autres) qui image le graphe G.
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2.59

0.5

e

2

FIGURE 6.1 — Représentation graphique de I’application f,.
Considérons maintenant une application plus “riche,” définie sur toutes les valeurs d’un intervalle de nombres.

Soit fp lapplication définie de [—2,2] vers R par
folx) =a® — 2t — 323 + 222 + = + 1.

Son graphe contient trop de couples, il n’est plus possible de I’écrire en extension. On le représente alors sous

la forme d’une représentation graphique. Pour 'application f; le graphe prend la forme de la figure Fig.-6.2.

-1

-2

|
2

FIGURE 6.2 — Représentation graphique de I’application f;.

Graphe du trinéme
minimum (si ¢ > 0), soit un maximum (si a < 0.) S’il admet un minimum, il est décroissant avant le minimum

et croissant aprés. S’il admet un maximum, il est croissant avant et décroissant aprés le maximum. La courbe

Nous avons vu dans la section précédente que le trinome du second degré f(z) = ax? + bx + ¢ admet soit un
du graphe du trinéme du second degré porte le nom de parabole. Ainsi, le graphe de la fonction a une des formes

décrites ci-dessous. Comme premier exemple nous donnons le graphe du trinéme
_ .2
filx) =a* — 2z — 2.
©Guglielmo Pasa
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D

FIGURE 6.3 — Forme du graphe du trinéme du second degré fi(z) = 22 — 2z — 2.

Le discriminant de ce trindme est
A=(-22-4-1-(-2)=4+8=12.
Le discriminant étant positif, le trindme admet deux racines

o =212 =1 - /3~ 0.73205. ..
wy =212 — 1 1 /3~273205....

D’autre part, nous avons vu que nous pouvons écrire f1(x) sous la forme
2
fi(z) = (z —1)* =3,

d’ott nous voyons que la plus petite valeur que peut prendre f;(z) est —3 lorsque x,, = 1. C’est son minimum.
Nous avons vu dans la section précédente que fi(x) est décroissante pour les valeurs de z inférieures a x,, = 1
(a gauche de x,,) et croissante pour les autres valeurs (a droite de z;,).

Tout ceci se voit immédiatement dans le graphe du trindme fi(x) de la figure Fig.-6.3. Remarquons que le
graphe traverse l’axe horizontal Oz en x1 >~ —0.7... et en x5 >~ 2.7.... Remarquons en outre que son minimum
est bien atteint pour la valeur z,, = 1 et que l'on a bien f;(1) = —3.

Modifions la valeur du terme constant et faisons le graphe de

foz) =2% —224+1=(z—1)%

Cette fois le discriminant est nul et le trindome fy n’admet qu’une racine, une racine double zg = 1. De plus,
son minimum est atteint toujours pour la valeur z,, = 1. Ainsi, en changeant le terme constant, nous n’avons
pas changé la position du minimum. Par contre sa valeur a changé. Elle vaut maintenant f(z,,) = 0. Puisque
T, = To comme nous pouvons le voir sur le graphique de fy dans la Fig.-6.4.

Nous remarquons que le graphe ne touche I’axe horizontal Oz qu’en xy = 1. Nous remarquons en outre que
son minimum est encore atteint pour la valeur z,, = 1 et que 'on a bien fy(1) = 0.

Augmentons encore la valeur du terme constant :

fo(z) = 2% — 22+ 3.

Le trindme a, cette fois, un discriminant négatif : A = —8. Il n’admet donc plus de racine, il ne s’annule jamais.
On peut toutefois I’écrire sous la forme :

fo(z) = (z — 1)2 + 2.

Nous voyons qu’il est toujours supérieur ou égal a 2, et qu’il ne prend la valeur 2 que si x = 1. C’est son
minimum. On a alors z,, = 1. La valeur du trinéme en x,, est donc fa(z,,) = 2. La figure Fig.-6.5 résume ces
propriétés de fo. Nous remarquons cette fois que le graphe ne touche plus ’axe horizontal. Nous voyons en outre
que son minimum est toujours a la valeur z,, =1 et que 'on a f3(1) = 2.
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—14

FIGURE 6.4 — Forme du graphe du trinéme du second degré fo(z) = 22 — 2z + 1.

Il est clair, sur ces trois exemples, que le role de la constante est de faire monter ou descendre la graphe. Plus
la constante ¢ du trinome est grande, plus le graphe est haut. Autrement dit, plus la constante ¢ est grande,
plus la valeur f(x) prise par le trindme est grande.

Avant de passer a la suite, observons l’effet d’un changement de signe du coefficient de 2. Soit f3 I’application
définie par :

fa(x) = —2* — 22 + 3.

Nous avons alors
fa(x)=—(2*+22-3)=—((z+1)* - 4).

Cette fois le trindme admet un maximum qui est atteint en x,,, = —1 et prend la valeur f3(—1) = 4. Le trindme
est croissant & gauche de x,, = —1 et décroissant a droite de z,, = —1. Le discriminant vaut A = 16, d’ou les
racines 1 = —3 et x5 = 1, comme on peut le voir sur le graphe de la Fig.-6.6. Nous pouvons voir dans le graphe

que le principal effet du changement de signe du terme en 22 dans f, a été d’inverser le sens de la courbe et de
déplacer 'extremum (qui est passé d’un minimum & un maximum) de maniére symétrique par rapport a ’axe
vertical y. Le minimum en x,, = 1 s’est transformé en un maximum en x,, = —1. Remarquons toutefois que la
valeur maximale de f3 est 4 tandis que la valeur minimale de fy est 2.

6.2.5 Relations de Viéte et nombres complexes
Relations de Viéte

Supposons que le trindme f(x) = az? + bx + ¢ admet les racines z1 et 5. On peut alors écrire le trinome
sous la forme factorisée

f@) =a(z — z1)(x — z2).

En développant cette expression on trouve
f(z) = a(z? — (z1 + z2)x + z129).
Comme cette expression doit étre égale au trindme donné, on doit avoir
a(x? + gm + 2) =a(z? — (21 + z2)z + T122).
En identifiant les termes en x, on trouve que

b
—(x1 4+ x2) = P

et en identifiant les termes constants
c
T1X9 = —.
a
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-2 - 0 1 2 3 4

34

FIGURE 6.5 — Forme du graphe du trinéme du second degré fo(z) = 22 — 2z + 3.

Nous avons ainsi trouvé les relations de Viéte

T+ Ty =-——

T1X9 = E

Ces relations peuvent étre utilisées pour trouver, dans les cas simples, les racines du trindme, connaissant la
somme et le produit des racines. Elles permettent de factoriser simplement un trinéme.

Nombres complexes

C’est un fait remarquable que méme lorsque le discriminant d’un trinéme est négatif, on peut calculer la
somme et le produit des racines du trinéme. Pourtant, il découle des paragraphes précédents que ces racines
n’existent pas dans I’ensemble des nombres réels R.

On peut légitimement se poser la question : comment peut-on calculer la somme et le produit des racines,
si les racines n’existent pas?

La réponse a cette question réside dans le fait que ces racines n’existent pas dans R. En effet, les racines
d’une trindme quelconque existent toujours dans ’ensemble des nombres complezxes C.

Que sont les nombres complexes 7

Imaginons qu’il existe un nombre, appelons-le i (pour imaginaire,) ! qui soit tel que son carré vaut :

i =—1.

Reprenons alors le cas ot A < 0. On a alors :
e EY (2
2a 402 )
b\°> L, [-A

1. On trouve parfois la notation j pour ce nombre, notamment en électricité, ot la lettre ¢ est utilisée pour représenter 'intensité
du courant électrique.

Ce que 'on peut maintenant écrire
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— 4

/

FIGURE 6.6 — Forme du graphe du trinome du second degré f3(z) = —2? — 2z + 3. Remarquer que le graphe
traverse ’axe horizontal x en 1 = —3 et en 22 = 1. Remarquer en outre que 'application admet un maximum
pour la valeur x,, = —1 et que I'on a f3(—1) = 4. Constater que le changement de signe du coefficient de 22 a
provoqué 'inversion de la courbe et le déplacement de ’extremum.

(o) - ()

qui est une différence de deux carrés. On a alors

soit

-b  V-A

2a 2a

“b VA
2a 2a

xr1 =

et

T =
Ces expressions sont de la forme :

I1:AfB7:
et
$2:A—|—Bi

ou A= 5—; et B = Y A sont des nombres réels. Les nombres de cette forme sont appelés nombres complexes.
L’ensemble des nombres complexes se note C. Le carré d’'un nombre complexe n’est pas forcément positif. De
plus on a bien

b
I1+I2:2A:7*,
a

et :
b2 — A

_pap VoA e
12 + 4a? a

De maniére générale, on définit ’ensemble des nombres complexes par
C=R?

ot un couple (a,b) € C représente le nombre complexe z = a + bi = (a, b).

Les nombres complexes (A, B) pour lesquels B = 0 sont identifiés aux nombres réels A = (A,0). Ainsi, dans
un certain sens, on peut écrire? : R C C.

L’étude détaillée des nombres complexes demande un chapitre a part entiére. Ce paragraphe n’avait que la
prétention de présenter la notion de nombre complexe.

2. Bien qu’en toute rigueur on devrait écrire R x {0} C C.
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6.3 Problémes résolus

,—‘ Exemple 4 <

Etudier les signes et les racines du trinéme

p(z) =322 -2z +1

Le discriminant réduit de ce trinéme est clairement négatif
A =b?—ac=1-3=-2

Ainsi le trindme n’a pas de racine. Il ne s’annule jamais et a toujours le méme signe. Le signe du

trindme est celui du coefficient dominant, & savoir 3, donc le trindme est toujours positif.
| J

,—‘ Exemple 5 N

Etudier les signes et les racines du trinéme

p(x) = 32? — 5z — 1

et le factoriser.

Le discriminant du trindme est positif

A=0%—4ac=25+12 =37

T = ot
_ 5—
Tro = 3

Le signe du trinéme est toujours celui du coefficient dominant sauf entre les racines. Dans notre cas,
le trinéme est toujours positif, sauf entre les racines. La forme factorisée du trindéme est

Le trinome admet deux racines distinctes

[
a
J

[}
ﬁ
3

p(z) = 3(z — 21)(x — 2)

6.4 Exercices

6.4.1 Racines du trinéme du second degré

Exercice 6.1.
Appliquer la méthode de l'introduction pour dire si les trindmes du second degré suivants ont des racines. Le
cas échéant, calculer ces racines et factoriser le trindbme

1. 22—z +1
2. 22 4+zx—1
3. 322 +2—1

Exercice 6.2.

Résoudre les équations suivantes

)22 +5z2+4=0 6)22-32+10=0
2) 224+ 92 +14=0 T7)22-32-28=0
3)22—6x+5=0 8) 22+10x+25=0
4) 2?2 —62+8=0 9 22+92-10=0
5) 22— 3z —-18=0 10) 22 +2+1=0

Exercice 6.3.
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Résoudre les équations suivantes

1)322—-92+6=0 5) Ta? — 492 — 126 = 0
2) 322 =152+ 18 =0 6) 322 +24r+21=0
3) 42® — 4z +8=0 7) 222 — 122 — 14 =0
4) 222 — 142 +12=0 8) 72?2 +21lx —28=0

Exercice 6.4.
Résoudre les équations suivantes

(bx —2)(x+3)=T7(xz—1)

(52 — 3)(x —5) = (22 + 5)% + 90

(x —4)2 4+ (z — 3)? = (x — 2)(3z — 16)
1422 — (2 — 11)(52 + 4) — 33z = 32
z+1
z+3

AN

(= + 1)(
(= +3)(

6.4.2 Signe du trindme du second degré

Exercice 6.5.

Factoriser les trindmes suivants et faire une étude de signe
a) f(xr)=2>+5x—6 b) f(x) =32% — 2 —2

6.4.3 Croissance du trindme du second degré

Exercice 6.6.

4z —5)+ (z+2)Bx—2)=(x +3)(3z — 1)
20 —7) — (xr—5)2 —2(x +2)(x —4) =0

c) f(x) = —4a? + 5z — 1

Montrer que si a > b > 0, alors a > b? > 0. Ensuite montrer que si ¢ < b < 0, alors a2 > b? > 0.

Exercice 6.7.

Chercher 'extremum des trindmes suivants. Est-ce un maximum ou un minimum ? Calculer la valeur du trindme

a Pextremum.

a) f(x) =22 -3x+1 b) f(x)=-2224+2-3

d) f(z) =422 +5x—1 e) f(z) =2+ 52 — 22

6.4.4 Relations de Viéte et nombres complexes

Exercice 6.8.

c) f(x) =42% -1
£) 4o — 322 4 3.

Calculer les valeurs du paramétre m pour que 'équation 322 — 10z + m = 0 admette

a) Deux racines distinctes. b) Deux racines positives distinctes.
c¢) Une racine nulle. d) Deux racines inverses.
e) Deux racines de signe contraire. f) Pas de racine.

Exercice 6.9.

Calculer les valeurs du paramétre m pour que I’équation 22 + 4z +m + 2 = 0 admette

a) Deux racines distinctes. b) Deux racines négatives distinctes.
c¢) Deux racines identiques. d) Une racine nulle.
e) Deux racines de signe contraire. f) Pas de racine.

Exercice 6.10.

Calculer les valeurs du paramétre m pour que 'équation (m + 4)z? — 2(m — 2)z + m — 4 = 0 admette

a) deux racines distinctes. b) deux racines opposées.
¢) une racine nulle. d) deux racines inverses.

Exercice 6.11.

Trouver deux nombres x; et x5 qui ont respectivement pour somme et pour produit S et P dans chacun des

cas suivants

o5 el

Exercice 6.12.

95)
| Ot

al
[\v]

A T’aide des relations de Viéte, calculer les racines et factoriser les trinébmes suivants

a) 2% — 152 4 57 b) 2% — 9z + 18

c) 22% — 3z — 2
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Exercice 6.13.
Former une équation du second degré ayant pour racine

Exercice 6.14.
Dans I’équation 22 — maz + 36 = 0, déterminer les valeurs du paramétre m pour que
a)l‘l:IQ b)l‘lzfl’g C)I%+$%:184 d)%‘i’é:%

Exercice 6.15.

Dans I'équation 22 — 5z 4+ m = 0, déterminer les valeurs du paramétre m pour que

a)aclzm—l2 b) z1 — x5 =3 c) ¥ = 229 d) 221 —ae =T.

6.4.5 Problémes supplémentaires

Exercice 6.1

Résoudre les équations suivantes.

1. 2272 +10=0 12. V322 =32 =0 23. V32?2 —4x+2V3=0

2. 22 - 22 - 63=0 13. 222 — 62 -3 =0 24. z(z+5) =22

3. —2?+2+12=0 14. 252% =20z +4 =10 25. 2(z +v2) = V2(z — V/2)

4. 22— —1722=0 15. 222+ 5z +2=0 2. 307 — 23z +1—=0

5. 202 —x—-3=0 16. 822 — 20z + 11 =0

6. 922+ 62 +1=0 17. 1422 + 272 — 20 =0 27. 2 (3= V2r +v2=0
7.32% — 4z +2=0 18. 22522 — 2102 + 49 = 0 28. 22+ (2-6v2)z —12v2 =0
8 22— 10z +22=0 19. 722 — 182 +11 =0 29. 3x(z +V7) = (1+2V7)x
9. 922 + 62 —-2=0 20. 72%> — 18z +12=0 30. 22 —/3(2—/3) - 6v/3=0
10. 922 —16 =0 21. 822 — 122 +1=0 31. (14+3)22 - (672v3)z+5+
11. 22 -3z +1=0 22. —922 + 122 +5=0 V3=0

Exercice 6.2

Résoudre les équations paramétriques suivantes

22 —6ax+9a® — b2 =0
—dx?2 4+ dbr+a?2 -2 =0

922 +3(2m + D +m(m+1) =0
622 — (5m —2)x +m(m —1) =0
3mz? —(m+3)z+1=0 4% — 2ax + b(a — b) =0

22 —2ax +a? —b*> =0 5max? — (5m? + 2)z +2m =0

22— (a+b)xr+ab=0 10. 2(a —b)z? — (a®> = b*+2)x+a+b=0

AN
e

Exercice 6.3

Pour chacune des équations suivantes, vérifier que le nombre 21 donné est une solution de I’équation proposée,
puis calculer I'autre solution

1. 422 +7x —15=0et z; = -3 4. mx?’+ (2m -1z —-2=0et x; = -2
2. 32— 17Tz +10=0etx1 =5
3. 3(E2+(974\@)(£+273\@:06tl’1:§ 5 (m+1z2+m(m—2)z—3m?=0et 2, = —m
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Exercice 6.4

Trouver deux nombres réels connaissant leur somme S et leur produit P, dans chacun des cas suivants

1. S=22et P =117 5.8 =4et P=

2. 8 =Tet P=—228 6. S=+v5et P=-10

3. 8=—13 et P =48 7.8=—-V3et P=3

4. §5=2et P=—-6 8. §=3VTet P=13—-V7

Exercice 6.5

Former une équation du second degré dont les solutions sont deux nombres réels donnés, dans chacun des
cas suivants.

1. Tet13 5 a+Vbet —a—Vb

2. —17 et 11 6. 1—Letl1+ L

3. 24+vV5et2—45 . m+vmZ+letm—vm2+1
4.2+V3et 3-2V2 8. %etl

Exercice 6.6

Déterminer le signe des solutions, si elles existent, de chacune des équations suivantes (sans résoudre I’équa-
tion)

922 — 21z +10=0
1222+ 72 —12=0
10224+ 350 +4=0
V222 + (4—V2)x+2=0

322 + 122 =0

922 + 672 +7=0

—222 -3z +4V/3=0

22 + (5v/6 — 6v/5)z — 30v/30 = 0

L S e
S B

Exercice 6.7

Discuter, selon la valeur du paramétre m, existence et le signe des solutions de chacune des équations
paramétriques suivantes.

2?2 =2m—=3)x+(m—3)2=0 6. (m+1az2+6z+m+1=0
P+ (m+2)z+m=0

1

2 7. mz2+2mr—m+3=0
3. 9mz? +2(Bm+2)zr+m =0

4

5

C(@m+5)a? 420 —3=0 8. (m+3)2? —2(m+ 1)z +m=0
.22 4+5z —m(m—>5)=0 9. (4m+3)z?  —dmz+m—-1=0

Exercice 6.8

Transformer les radicaux doubles suivants en une somme ou une différence de radicaux simples.

1. V124235 3. V10 — 2v/21 5. V14 + 83
2. V9 +4v2 4. \/4+23 6. V11 — 62
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Exercice 6.9

Résoudre les équations bicarrées suivantes.

2t =922 =0
rt4+22-12=0
—x* + 722 4+8=0
20t —7x2 +5=0
5t + 1322 4+6=0
32t —222 -1=0
92t + 522 —4=0
5zt 4+122249=0
252% — 4022 + 16 =0

© ® N oW

Exercice 6.10

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

4zt — 1722 +4=0

122* — 3122 +9 =0

16z — 4122 +18 =0

—z* +ma?+2m? =0

2z* — 5ma? —3m? =0

z* —bm2x? +4m* =0

gt 4+ (m—4)z? -2m?+m+3=0
m2zt — (m*+ 12?2 +m?2 =0

mat — (2m? +1)22 +2m =0

Déterminer un nombre entier relatif tel que la somme de ce nombre et de son carré est égale a 21756.

Exercice 6.11

Trouver deux nombres entiers consécutifs dont la somme des carrés est égale a 3445.

Exercice 6.12

contenu...

Exercice 6.13
contenu...

Exercice 6.14
contenu...

Exercice 6.15

contenu...

Exercice 6.16
contenu...

Exercice 6.17

contenu...

Exercice 6.18

contenu...

Exercice 6.19
contenu...

Exercice 6.20
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contenu...

Exercice 6.21

contenu...

Exercice 6.22

contenu...

Exercice 6.23

contenu...

Exercice 6.24

contenu...

Exercice 6.25

contenu...

Exercice 6.26

contenu...

Exercice 6.27

contenu...

Exercice 6.28

contenu...

Exercice 6.29

contenu...

Exercice 6.30

contenu...

Exercice 6.31

contenu...

Exercice 6.32

contenu...

Exercice 6.33

contenu...

Exercice 6.34

contenu...
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Exercice 6.35
contenu...

Exercice 6.36

contenu...

Exercice 6.37

contenu...

Exercice 6.38

contenu...

Exercice 6.39

contenu...
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Chapitre 7

Exponentielles et logarithmes

7.1 Rappel

Nous avons déja rencontré la fonction puissance. C’est la fonction qui prend un nombre réel z et qui ’éléve
& une certaine puissance n € N fixée d’avance
x— ",

Nous avons vu que cette fonction pouvait étre étendue a des puissances négatives n € Z en posant, si n > 0,

On a alors toute une série de propriétés.
L’idée de la fonction exponentielle est de considérer la puissance non pas avec I’argument qui change, mais
avec la puissance qui change
T+ a®,

ou cette fois c’est le nombre réel a € R qui ne change pas et est fixé d’avance et la puissance qui est la variable.

Sia=0oua =1 lafonction obtenue n’est pas d’un grand intérét, De plus si a < 0, il y a de trés nombreux
problémes qui se posent. On décide dés lors de choisir le nombre a, la base, dans ’ensemble R* — {1}.

Le probléme qui se pose alors est de déterminer I’ensemble de définition de cette fonction exponentielle et
de vérifier qu’il s’agit bien d’une fonction.

Commengons déja par fixer les notations. On appelle exp, la fonction exponentielle de base a € R* — {1} et
sa valeur pour un élément x du domaine de définition sera exprimée par

y = exp,(z) = a”.

Nous avons déja vu que si x € N ou « € Z la fonction est bien définie et donne un résultat sans ambiguité.
D’autre part, lorsque nous avons étudié les racines, nous avons vu que la racine n® d’un nombre a positif
peut s’écrire

n

1
a=am.

et partant de l&, on peut donner le sens suivant & la puissance % € Q d’un nombre positif a

d p
ad = vaP = Va .
/

Ainsi, on peut prendre D, = Q, sans difficultés. En fait, nous verrons plus tard, avec les outils de I’analyse,
que ’on peut faire un choix encore plus vaste en prenant Dy, = R. La fonction exponentielle est alors définie
dans Q (ou plus généralement dans R) tout entier.

Comme la base a est strictement positive, le résultat sera également strictement positif.

Pour simplifier I’exposer, nous choisirons comme ensemble de définition de la fonction exponentielle I’en-
semble Deyp, = R.

7.2 La fonction exponentielle
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Définition 1 (fonction exponentielle)]

Soit a € R — {1}. La fonction exponentielle de base a, notée exp,, est la fonction définie de R vers
R%, par
exp, : R = RL

x > exp,(x) = a®

Sans démonstration, nous donnons le résultat suivant

Théoréme 7.1 }

La fonction exponentielle de base a est une fonction injective de Q vers R7 .
La fonction exponentielle de base a est une fonction bijective de R vers R

Il découle directement des propriétés des puissances, les propriétés équivalentes pour la fonction exponen-
tielle

r-[ Théoréme 7.2 } 2
Soit @ € R% — 1 et {z,y} C R. La fonction exponentielle de base a, exp, a les propriétés suivantes
1. exp,(0) =1
2. exp,(1)=a
3. exp, () exp, (y) = exp, (¢ +y)
| 4 expa(#)? = expy(2y). )

7.3 La fonction logarithme

Nous avons déja vu que la fonction exponentielle de base a est une fonction injective sur Q et bijective sur R.
Ainsi, a la fonction exponentielle on peut associer une fonction réciproque. C’est cette fonction que 'on appelle
le logarithme de base a.

Définition 2 (fonction logarithme)}

Soit @ € R — {1}. La fonction logarithme de base a, notée log,, est la fonction réciproque de la
fonction exponentielle de base a
y =log,(z) & z = exp,(y)-

On a la définition suivante
log, : R} =R
z —y =log,(x)
Ainsi, d’une part
exp, : R — RY et log, : R} —R.

Cela signifie que le logarithme n’est défini que pour des nombres positifs. En effet, a étant positif, a* est forcément
positif, quel que soit la valeur de z. On n’obtient jamais un nombre négatif en élevant a a une puissance réelle
quelconque. Ainsi, un nombre réel négatif, voire nul, x, ne peut pas étre une puissance réelle de a.

D’autre part, le logarithme d’un nombre x est la puissance a laquelle il faut élever la base pour obtenir z

y =log,(x) & x = exp,(v),

c’est la maniére usuelle de définir la réciproque d’une fonction.
Comme conséquence directe de la définition du logarithme de base a, on a le théoréme

Théoréme 7.3 }

Soit a € Ry« —{1}. Alors

1. pour tout € R, on a : log,(exp,(x)) = log,(a®) = x, ou encore

log, cexp, = idr
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2. pour tout € R* , on a : exp,(log,(z)) = a'°8=(*) = z, ou encore

exp, olog, = idg: .

r—‘ Notation 1 \

Si la base est 10, ['usage veut que 1’on ne note pas la base. Ainsi log;, s’écrit simplement log. L’écriture
log, sans mention de la base, signifie toujours le logarithme dans la base 10.

Une autre base d’usage courant est la base e. Le nombre e est un nombre irrationnel qui vaut
environ

e =2.718281828459....

Le logarithme dans la base e se note In (qui signifie logarithme népérien ou logarithme naturel). On
trouve parfois la notation Log (avec un L majuscule) au lieu de In, qu’il ne faudra pas confondre avec

log, qui lui représente le logarithme dans la base 10.
| J

Les propriétés suivantes découlent directement des propriétés analogues pour les exponentielles

,—[ Théoréme 7.4 (propriétés du logarithme)} N

Soit @ € R% — {1} et {z,y} C R . Le logarithme de base a, satisfait les propriétés suivantes
1. log,(1) =0
2. log,(a) =1
3. log,(zy) = log, () + log,(y)
4. log,(2¥) = ylog,()

Théoréme 7.5 (du changement de base)}

Soit {a,b} C R% — {1}. Pour tout z € R%, on a

_ logy, (z)
logy(a)

log, (z)

Théoréme 7.6 (du changement de base de l’exponentielle)}

Soit {a,b} C R — {1}. Pour tout z € R, on a

exp, () = expy(xlogy(a)), soit a® = b¥108s(),

7.4 Homomorphismes de groupe

Le groupe multiplicatif des réels positifs est mis en relations avec le groupe additifs des réels par les fonctions.
logarithmes et exponentielles
log,: R, - R et exp,: R— R}

Cette mise en relation préserve la structure des deux groupes, dans le sens que si I’on prend de nombres positifs
a et b et que 'on multiplie ces deux nombre, on obtient un nombre positif ¢ = ab. Enfin si @ = log,(a) et
y = logy(b), alors on constate que z = x + y = log,(c). Autrement dit, le groupe multiplicatif a comme image
le groupe additif, par la fonction log;. On dit alors que log;, est un homomorphisme de groupes , de (R*_,-) vers
(R, +). Clairement, la fonction exp, est également un homomorphisme des groupes (R, +) vers (R*,-).
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/—‘ Définition 3 N

Soit (G, %) et (F, o) deux groupes. Soit f : G — F une bijection. On dit que f est un homomorphisme
des groupes (G, ) et (F, L) si f conserve la structure de groupe, a savoir si la fonction f vérifie les
propriétés suivante

1. f(eg) = er L’image de ’élément neutre de G est I’élément neutre de F'.

2. f(uxv)= f(u)o f(v) pour tout {u,v} C G.

7.5 Exercices

Exercice 7.1.
Calculer les logarithmes suivants a ’aide de la définition du logarithme

1. log,(8) 2. log5(27) 3. logy,(144) 4. log(10°)

5. logy(1073) 6. log,,(0.01) 7. logs (31) 8. logs5(2)
9.1og 5 (1) 10. log, (4%) 11. log, (a*®) 12. log,2(a®®)
13. log,(v/a) 14. log, () 15. log,, ( ¥ a%) 16. log, (v/a+v/a)

17. log,, (3/\%) 18. log,, < “ﬁ)

Exercice 7.2.
Résoudre les équations suivantes
1. logs(z) =3  2.logy(z) =0 3. logs(z) = -3 4. logy 5(z) = =5

5.log,(16) =2 6.log,(1) =0 7.logy(logy(x)) =0 8. logs(logs(z)) =1

Exercice 7.3.
Déterminer, dans chacun des cas suivants, lequel des deux nombres est le plus grand
1. logy(3) et log,(6) 2. logs(5) et log () 3. 3log,(b) et log,(2b)

Exercice 7.4.
Démontrer que log,(10) n’est pas un nombre rationnel. Méme question pour log; 0(1984).

Exercice 7.5.
Transformer les expressions suivantes en utilisant les propriétés des logarithmes (avec n € N*)

2
1. log, (CL;C) 2. log, | ¢ x—S
y=z Y

100x
3. log <) 4. log, (2®") — nlog, (z
0|y (z*") ()
1 2 3 9
5. loga(ﬁ) + loga(\/x?) - 210ga($) 6. loga(i) + 10ga(§) + loga(i) +o 4+ loga(ﬁ)

7. log, (z) + log, (2?) + log, (z3) + - - - + log, (™)

Exercice 7.6.
Calculer la valeur du nombre réel z dans chacun des cas suivants

1. logy(z) = —1 4 4logy(7) — 3log,(21)

2. log,(z) = log,(2 — V/3) + 3log, ((v3 —2)?) + 7log, (V3 +2)

3. zlog,(1.2) = log,(8) + log,(3v/3) — log, (+/1000)

4. 2log, (z) = log, (5) + log, (5v/5) + log, (5 + v/5 + v/5) +log, (5 — V/5 + /5)

Exercice 7.7.
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Déterminet la condition pour que 1’égalité ci-aprés soit vraie ({z,y,z,u} C RY) :
log, (zy + yu + uz + zx) = log, (x + u) — log, (y + 2).

Exercice 7.8.
Vérifier que pour tout entier naturel n strictement positif, on a :

n = —log, (logy(\/...\/ \/5)), avec n radicaux.

Exercice 7.9.
Encadrer le nombre v/100102 + 101100 4 102101 par deux puissances entiéres successives de 10.

Exercice 7.10.
Résoudre les équations suivantes

1.2 =11 2.21=2 = 0.6 3.3% =972 4. 42=—1 — 1632+2

5. 3% = 10%+2 6. 2% = 4.9 7. 2lzlgr = 8 8. 221162 +2 = g2r-1g3~=

1\* 1\"
9. 27711672 = 47+2g7=2 10, 53+l 531 =48 11,527 — 2.5 —3=0 12. (16) -3 <4> —4=

13.10* =107 =1 14. (Vz)* = av*

Exercice 7.11.
Résoudre les équations suivantes

1. log(x?) = (log(x))?

2. z1°8(®) =100

3. Vales(Va) =10

1. 1og(y/7) = /log(@)

5. 2log(z —2) =log(2z — 4)

6. log ((z — 3)%) = log(19 — 9z)

7. %(10g(4) +log(x)) = log(x 4+ 9) — log(vx +9)

8. 2log(z) +1 =log <x + g)

9. log(2z+1) —log(x —1) =1
10. 2log(3z + 2) + log(x) = log(4x — 822) + log(2x + 1)
11. log (8 +log (103 — log(z +2))) —1 =0
12. 1001 +os(@) =1 4+ o
13. logg(x — 1) =logg(z — 1) — 1
14. logs(logy(z) — 4) = logg(16)
15. 2logg 95(x) —log,(9) = 4
16. log,(x) +1In(xz) =5
17. logg(e!t®) = In(42%)
18. (ax)8(®) = (bx)'e®) (ot1 a # b, 1 ¢ {a,b})

Exercice 7.12.
Résoudre les systémes d’équations suivants.
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107ty =9 —3:5"4+5Y =0
10ty =4 |75 —5Y =1
JJaty 1 4 ot =28
10°+10Y =7 10 +10Y =11
517 +y =25 6. log(x
log(z) +log(y) =2 log (%
. 5log(x?) — 4log(y) 0 8. log(z —|— log(y?) =
"| 3log(x®) — 2log(y?) = 10 log(2?) —log(y) =1
1 1 =
g J OB, ¥loay) =3 1o, {loe(@) —210g(y) =5
) log(— +1 =0 C2® - 16v
Y

1 2In(z) —3ln(y) =1
2% - 16v =0

Exercice 7.13.
Résoudre les inéquations suivantes.

1
1. log% <x—|—3) >0

3% 4 3% 4 30+2 > 117

6% +627 —37>0

4* +50 < 15-2%

10g5(5$ -7 - log25(324) >2—zx

R B

3
log,(2x) > log,» (437 + 1) (distinguer deux cas pour a)

N>

Exercice 7.14.
Poser u = log,(x) et v =log,(y) et exprimer = et y & 'aide de u et v, dans un premier temps. Ensuite établir
les propriétés du logarithme en calculant log, (zy), loga( ) et loga( ).

Exercice 7.15.
Poser u = log,(x) et exprimer x a 'aide de u. Ensuite établir la formule du changement de base en calculant

log,, ().

Exercice 7.16.
Poser v = a” puis calculer log,(u) et établir la formule de changement de base de I’exponentielle en utilisant la
définition du logarithme de base b pour exprimer wu.
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Annexe A

Les nombres

Ce chapitre est globalement assez détaillé et présente la construction des ensembles de nombres utilisés en
mathématique (cf. en particulier [Lan01]). La présentation est d’un niveau assez élevé afin de servir de référence
pour les niveaux avancés. Le lecteur qui ne cherche qu’une connaissance générale de ces ensembles de nombres,
sans entrer dans les détails de haut niveau peut sans autre se contenter des paragraphes A.1.7, A.2.3 sur les
nombres entiers. Le reste du chapitre sur les nombres rationnels ne doit poser aucun probléme.

A.1 Les entiers naturels

A.1.1 Les nombres entiers naturels

Nous pourrions utiliser les nombres de maniére intuitive, sans tenter de les définir. Un autre approche consiste
& définir les nombres en explicitant leur nature. Une telle tentative est réalisée en définissant les nombres comme
des ensembles, dont le nombre d’éléments correspond au nombre que nous voulons définir. Une définition plus
appropriée serait alors de les définir comme des classes d’équivalence d’ensembles de méme cardinalité.

Dans ce jeu de construction, 'ensemble vide @ joue un grand role. Considérons l’ensemble @. Il n’a aucun
élément et correspond donc naturellement au nombre zéro 0. Dans ’idée de construire les nombres naturels, on
pose

0=2.

L’existence du nombre naturel 0 est alors assurée, puisque ’ensemble @ existe, comme nous ’avons montré.
A partir du nombre 0, nous pouvons définir 'ensemble contenant I’ensemble vide. C’est un singleton, qui
contient 1 élément. On l'identifie alors au nombre 1

1= {2} = {0}.

Nous pouvons construire le nombre deux en le définissant comme la paire des nombre 0 et 1

2=1{0,1} = {2,{2}}.

Et ainsi de suite, nous pouvons alors définir les nombres entiers 3,4,5,... de la méme maniére

3= {OalaQ} = {®7{®}7{®7{®}}}

4={0,1,2,3} = {2, {2} {2.{2}},{2, {2}, {2, {a}}}}

5={0,1,2,3,4} = ...

etc.
Soit, de maniére générale
n=1{0,1,2,3,...,n—1}.
Nous voyons tout de suite que pour chaque entier ainsi défini, nous avons
1=0U{0} =oU{o}={o}

2=1U{1} ={0}u{1} ={0,1}
3=20U{2} ={0,1}u{2} ={0,1,2}

n':“(nfl)u{nf1}:{0,1,2,...,n72}U{n71}:{0,1,2,...,7171}.
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On définit donc « naturellement » le nombre suivant (ou le successeur) d’'un nombre n, (i. e. I'addition par 1)
comme :

Sn)y=n+1=nuU{n}.

Nous avons besoin d’un axiome qui nous garantit qu’il existe un ensemble qui contient tous les entiers naturels,
puisque pour le moment rien ne nous garantit qu’un tel ensemble existe. Or il est tout a fait raisonnable
de supposer qu’il existe. L’axiome suivant nous garantit qu’il existe un ensemble, noté N, qui les contient
tous.

Axiome 8 (de l’infini, des entiers naturels)}

Il existe un ensemble N que ’on appelle ensemble des entiers naturels et qui a les propriétés suivante :
a) il existe dans N un nombre noté 0 qui n’est le successeur d’aucun autre nombre : 0 € N.

b) Pour tout n € N, son successeur, n + 1 est dans N.

¢) N est le plus petit ensemble contenant tous les naturels.

Remarque 1

Pour écrire N en extension on écrit ses premiers éléments, suivis de points de suspension :
N=1{0,1,2,3,4,5,---}.

L’ensemble N sans le nombre entier naturel 0 se note N*.

Remarque 2

11 découle de cet axiome que si, S C N, (S est une partie de N) que 0 € S et que le successeur de tout
nombre n € S est aussi dans S, alors S = N.

Cette propriété de N permet de démontrer des propriétés dépendantes d’un entier naturel n par récurrence.

Théoréme 1.1 (Théoréme de récurrence)

Soit p(n) une propriété dépendant de l’entier naturel n et telle que :
a) p(0) est vraie.

b) si p(n) est vraie, alors p(n + 1) est vraie aussi.

Dans ces conditions, p(n) est vraie pour tout entier n.

Preuve.
En effet, soit S C N défini par :
S ={m &N | p(m) est vrai }.
S contient toutes les valeurs de n qui rendent p(n) vraie.
Alors, par I’hypothése a), 0 € S.

De plus, si n € S, par ’hypothése b), n + 1 € S également. Il découle alors de la remarque de ’axiome, que ’on doit
forcément avoir S = N. Ainsi, p(n) doit étre vraie pour tous les nombres naturels.

A.1.2 La somme des entiers naturels

On définit sur N une opération qui prend deux entiers naturels, et leur associe un autre entier naturel (on
dit que c’est une opération interne dans N.) Nous appellerons cette opération la somme de deux entiers. On
parle aussi d’addition de deux entiers naturels.

Si nous réfléchissons un peu a la maniére que 'on a de faire une somme, ou que 'on regarde un enfant
additionner deux nombres entiers (disons 2 et 3,) nous constatons que la méthode la plus simple est d’ajouter
une unité au premier nombre autant de fois que nous le dit le second. Par exemple, par calculer 2 + 3 nous
ajoutons 1 au nombre 2 trois fois de suite. C’est la méthode qui consiste & « compter sur les doigts. » Cela
revient a faire :

213=((2+1)+1)+1)=(B+1)+1)=(d+1)=5.
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Ou, ce qui revient au méme, de prendre le successeur du premier nombre autant de fois que nous le dit le second
nombre :

2+3=5(S(5(2))) = S(S(3)) = S(4) = 5.

,—‘ Exemple 1 \

Montrons que « deux et deux font quatre. » Nous allons montrer, grace a notre définition des nombres
entiers, que l'on a bien :

2+2=4.

Par définition du nombre 2, nous avons

2={w,{2}}.

Ecrire 2 + 2 signifie alors que pour obtenir le résultat, il faut prendre le successeur du premier 2,
et prendre le successeur du résultat obtenu (le premier successeur pour 1’élément & contenu dans le
second 2, et le second successeur pour le second élément {@} du nombre 2.) On obtient alors

24+2=25(5(2) = S(3) = 4.

\, J

A priori, rien ne nous permet de penser que 2 + 3 = 3 + 2. Si nous faisons le calcul, toutefois, nous obtenons
34+2=25(5(3))=5(4)=5.

Ainsi on a bien que 2 4+ 3 = 3 + 2. Mais il n’est pas encore évident que cette propriété est valable pour toute
paire d’entier {m,n} mis a la place de 2 et 3. Nous pouvons légitimement nous demander si nous avons

m+n=n+m

pour tous les entiers naturels m et n.
De plus, si nous calculons (3 + 2) 4+ 1 nous obtenons

3+2)+1=5(5B))+1=SA4)+1=5+1=5(5) =6.
D’autre part, si nous calculons
3+(24+1)=3+5(2)=34+3=5(5(5(3))) =5(54)) = S(5) =6.
Ici encore, nous pouvons nous demander si pour tous les entiers naturels m,n et k nous avons
(m+n)+k=m+ (n+k).

Le théoréme suivant ! nous informe de la validité de ces propriétés, ainsi que de quelques autres

Théoréme 1.2 }

La somme des nombres entiers admet les propriétés suivante :

a) 0 est un élément neutre pour Paddition : n+0=0+n=mn,Vn €N.
b) addition est associative : (m+n) +k=m+ (n+k),V {m,n,k} C N.
¢) 'addition est commutative : m+n=n+m,V {m,n} C N.

,—l Remarque 3 \

Comme ’addition est associative, 'ordre dans lequel on opére les sommes est indifférent. Il n’est donc
pas nécessaire d’indiquer dans quel ordre ont lieu les opérations. Il est donc inutile de placer des
parenthéses lors d’une somme de nombre entiers, et nous omettrons les parenthéses, généralement,
sauf pour accentuer un résultat. Ainsi nous écrirons

34+2+1=6,

1. Nous accepterons sans démonstration ce théoréme. Il peut se démontrer toutefois, en utilisant le théoréme de récurrence.
Cette démonstration est donnée dans [Sch91, page 59|
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Puisque le résultat est clairement défini.

A.1.3 Le produit des entiers naturels

On définit sur N une seconde opération, la multiplication, qui de deux entiers naturels, donne un autre entier
naturel. On définit la multiplication & ’aide de I'addition. On parle aussi du produit de deux entiers.
On définit le produit de 2 avec 3, comme la somme de 2 avec lui-méme, exécutée autant de fois que le dit le
second nombre (ici 3)
2:3=2424+2=6.

De maniére générale, on définit le produit de deux entiers m et n par

m-n=m-+m-+---+m

n fois

La multiplication des nombres entiers bénéficie de quelques propriétés illustrées dans les exemples suivants
et rassemblées dans le prochain théoréme. Nous voyons tout de suite que si nous calculons

3-2=34+3=6
ce qui est le méme résultat que
2:3=2+2+2=6.

Mais comme pour la somme, il ne va pas de soi, que le résultat s’étende directement & tous les nombres entiers.
Cela pourrait n’étre vrai que pour certains entiers. En fait c’est un petit miracle que ce résultat soit toujours
vrai.

De méme, si nous calculons

4-(3-2)=4-343)=4-6=4+4+4+4+4+4=24.
D’autre part
(4-3)-2=(444+4)-2=12-2=12+12=24.

Ainsi, nous pourrions penser que la multiplication est associative pour les nombres entiers naturels. De plus
0-3=04+0+0=0,

nous “voyons” bien que cette relation est encore vraie pour d’autres nombres que 3.
Enfin
4-1=4=1+4+1+141=1-4.

Tous ces résultats sont généralisés dans le théoréme suivant que I'on admettra sans démonstration? :

Théoréme 1.3

La multiplication des nombres entiers naturels a les propriétés suivantes

a) 1 est I’élément neutre de la multiplication : 1-n=n-1,Vn € N.

b) la multiplication est associative : (m-n)-k=m-(n-k),V {m,n,k} C N.

¢) la multiplication est commutative : m-n =mn-m, V {m,n} C N.

d) la multiplication est distributive par rapport a 'addition : m-(n+k) =m-n+m-k,V {m,n, k} C N.
e) 0 est I’élément absorbant de la multiplication : 0-n=n-0=0,V n € N.

Remarque 4

Comme pour l'addition, la propriété d’associativité nous dit que 'ordre dans lequel on effectue un
produit n’a aucune importance sur le résultat. Ainsi, lors d’une multiplication de plusieurs nombres,
nous pouvons omettre les parenthéses

(2:3)-4=2-(3-4)=2-3-4=24.

2. Une démonstration de ce théoréme peut étre trouvée dans [Sch91, page 61]. Cette démonstration utilise également le théoréme
de récurrence.
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Remarque 5

A cause de la propriété de distributivité, il est important de mettre les parenthéses lorsqu’il y a
des multiplication avec des additions. On établi ainsi une régle de priorité. On effectue d’abord les
multiplications et ensuite les additions, sauf s’il y a des parenthéses, auxquels cas, on effectue d’abord
Popération de la parenthése.) Ainsi

2-34+4=6+4=10,

mais
2-(3+4)=2-7=14, tout comme: 2-3+4+2-4=06+8= 14,

en accord avec la propriété de distributivité.

A.1.4 Puissance

De méme que la somme des entiers permet de définir le produit de deux entiers, le produit de deux entiers
permet de définir la puissance d’un entier m par un entier n.

A.1.5 Représentation des nombres : bases

Lorsqu’on en vient a représenter les nombres naturels, vient le probléme de ’écriture de ces nombres. Jusqu’a
maintenant, dans les exemples donnés, nous n’avons pas soulevé ce probléme. Nous avons supposé que tout le
monde connait bien les régles de 'arithmétique et calcule en base 10. Mais c’est 1a un choix arbitraire et ’histoire
nous montre qu’il n’en a pas toujours été ainsi.

De maniére générale, quand nous travaillons avec les nombres entiers naturels, il faut convenir d’une méthode
claire et bien définie pour les écrire. En premier lieu, il convient de déterminer les symboles & utiliser : les chiffres.

Selon les chiffres utilisés, on définit une base de calcul. En base 2 on n’utilise que les chiffre 0 et 1. En base
3 les chiffre 0,1 et 2 etc. En base 10 on utilise les chiffre 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9. Pour les bases supérieures a 10
on utilise les lettres majuscules A, B, C etc. pour représenter les “chiffre” 10, 11,12 etc.

Les bases les plus couramment utilisées sont la base 2 (systéme binaire,) la base 8 (systéme octal,) la base
16 (systéme hexadécimal) et évidemment la base 10 (systéme décimal)que nous utilisons dans la vie de tous les
jours 3.

La notation procéde de la maniére suivante. Le nombre naturel & est noté 0. Ensuite le successeur est noté
1. Le successeur de chaque entier est noté avec le chiffre suivant, jusqu’au chiffre de la base non compris. Une
fois que tous les chiffres utilisés dans la base sont pris, on écrit le nombre avec deux chiffres. Le premier est 1 et
le second 0. Ainsi, dans chaque base, le nombre de la base est noté 10. Le chiffre de droite représente les unités,
et celui de gauche le nombre de fois que b unités on été incrémentée, ou b est le nombre de base. Par exemple
23 en base 5 représente le nombre 2 -5+ 3 = 13 en base 10. Mais il représente le nombre 2 -8 + 3 = 19 en base
8. Ainsi la séquence des 17 premiers nombres naturels s’écrit, en base 2

N = {0, 1, 10,11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001,
1010,1011, 1100, 1101,1110, 1111, 10000, ...}

en base 3
N={0,1,2,10,11,12,20, 21, 22,100, 101,102,110, 111,112,120, ...}
en base 5
N=1{0,1,2,3,4,10,11,12, 14, 20, 21, 22,23, 24,30, 31, ...}
en base 8
N ={0,1,2,3,4,5,6,7,10,11,12, 13,14, 15,16, 17,20, ...}
en base 10

N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, ...}
et enfin en base 16 (ou cette fois 10 représente 1-16 +0 = 16 et 11 représente 1-16 + 1 = 17, etc.)

N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F,10,11,12...}.

3. Sauf mention expresse du contraire, la base utilisée pour représenter les nombre dans ce cours est la base 10.
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Se pose naturellement le probléme de la conversion de la notation d’un nombre d’une base en une autre : le
changement de base. Prenons comme exemple la base 8. représentons le nombre 135 (exprimé ici en base 10) en
base 8. Afin d’éviter des répétitions, on commence par déterminer la plus grande puissance de 8 contenue dans
135. 1l s’agit de la 2¢ puissance 82 = 64 on peut placer deux fois 64 dans 135. Ainsi le premier chiffre du nombre
135 en base 8 sera 2. Vient ensuite le nombre de fois que 'on peut placer la puissance 1 de 8 dans le reste :
135 —2-64 = 135 — 128 = 7. Or le nombre 8! = 8 ne peut pas étre placer dans le nombre 7. Ainsi le chiffre
suivant est 0. Enfin la 0° puissance de 8, 8° = 1 entre 7 fois dans 7, donc le dernier chiffre est 7. Ainsi le nombre
135 (en base 10) s’écrit 207 en base 8. Afin de ne pas avoir & répéter chaque fois la base, nous conviendrons
d’écrire 207g pour dire que 207 est exprimé en base 8 et de méme pour les autres bases. Ainsi

13510 = 207s.

Dans le systéme hexadécimal, on trouve
13519 = 8716.

Cela signifie que 13519 = 8- 1619 + 7.

A.1.6 Relation d’ordre des entiers naturels

Comme nous I’avons vu, un entier naturel n donné contient tous ses prédécesseurs. Il en découle une “hié-
rarchie naturelle” des entiers naturels . Par exemple, nous avons

0Ccl elcCl.

De méme
3 C4 mais nous n’avons pas 4 C 3.

Cette propriété permet de définir “naturellement” la notion de “inférieur a” :

Définition 1

inférieur On dit que l’entier naturel m est inférieur ou égal a Ientier naturel n, on note : m < n si
m Cn.

Ainsi, nous avons
0<1, 1<1, 3<4, mais:4«3.

A.1.7 Ce qu’il faut connaitre

En général, lorsque nous manipulons des nombres entiers naturels, nous ne les considérons pas comme des
ensembles. Nous disons que nous nous plagons dans un niveau d’abstraction supérieur et nous les utilisons avec
les propriétés et opérations que nous avons mis en place dans cette section et avec les notations introduites.

Ce qu’il convient de retenir des entiers naturels est contenu dans les points suivants

— 1l existe un ensemble N = {0,1,2,3,4,...} appelé ensemble des entiers naturels. Cet ensemble contient

I’entier naturel 0 et pour tout entier n € N son successeur immédiat n + 1 s’y trouve également.

— La somme de deux entiers naturels est un entier naturel. La somme est associative ( (m +n) + k =

m+ (n+k),) admet 0 comme élément neutre (0+n =n+0 =n ) et est commutative ( m+n =n+m.)

— Le produit de deux entiers naturels est un entier naturel. Le produit est associatif ( (mn)k = m(nk),)

admet 1 comme élément neutre (1-n =n-1=mn,) admet 0 comme élément absorbant (0n = n0 = 0) et
est commutatif (mn = nm.)

— Le produit est distributif relativement a l'addition (m(n + k) = mn + mk.)

— On convient de toujours effectuer les produits avant les additions.

— On définit une relation d’ordre dans N. m < n si m = n ou si n est un successeur de m. L’entier naturel

0 est le plus petit entier naturel.

A.2 Les entiers relatifs

Maintenant que nous avons vu comment définir les entiers naturels, nous pouvons nous demander comment
définir des nombres négatifs. Quel est la signification d’un nombre négatif 7

Nous allons définir ci-aprés les nombres négatifs & ’aide des notions d’ensemble quotient et de classes
d’équivalences. L’intérét de cette définition est, premiérement, que c’est probablement la seule maniére de
définir rigoureusement les entiers relatifs (entiers avec un signe) et, deuxiémement, que cette maniére de faire se
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retrouve pour la construction des nombres rationnels, pour la notion de direction dans un plan, pour la notion
d’angle, et surtout pour les vecteurs.

D’autre part, 'intérét de définir les entiers relatifs de cette facon, permet de construire rationnellement les
ensembles de nombres que 1’on utilise tous les jours et de mieux comprendre pourquoi les régles d’arithmétique
sont comme elles sont. De plus elles peuvent donner un meilleur apergu des propriétés de ces nombres.

Commengons par manipuler un peu les nombres entiers naturels. Nous voyons rapidement que pour un
nombre donné, N, il y a souvent plusieurs combinaisons de nombres naturels dont la somme donne le nombre
N. Par exemple, le nombre 7 peut étre obtenu de plusieurs maniéres différentes

7T=04+7=1+6=24+5=3+4.

Considérons 'égalité
24+5=T.

De 14, nous voyons bien que si nous cherchons un nombre entier n tel que n + 2 = 7 il suffit de prendre n = 5.
Il n’est clairement pas possible de trouver un nombre n tel que

n+8=17,
car 8 est déja plus grand que 7. Par contre, il existe un nombre m tel que
8 =T+ m.

Ce nombre est 1.

Nous allons créer de toute piéce un ensemble Z dans lequel il sera toujours possible de résoudre ce genre
de probléme, quels que soient les nombres entiers que nous mettrons au lieu de 7 et 8. Nous verrons que nous
devrons enrichir I’ensemble des entiers naturels avec d’autres types de nombres. En fait, cela revient a généraliser
la notion de nombre en quelque chose d’un peu plus complexe.

Considérons ’ensemble N x N de tous les couples de nombres entiers. Définissons dans N x N la relation R
par

(m,n)R(k,l) &m+1=k+n.

On a, par exemple
(2,4)R(3,5),

car
24+5=3+4.

De méme, on peut facilement voir que
(2,4)R(3,5), que: (3,5)R(0,2), et: (2,4)R(0,2).
De plus il est clair que
(3,5)R(3,5), ouque: (2,4)R(2,4).

Et enfin
(2,4)R(3,5) mais aussi: (3,5)R(2,4).

De maniére générale :

Théoréme 1.4

La relation R définie ci-dessus a les propriétés suivantes
a) R est réflexive : (m,n)R(m,n), V (m,n) € N x N.
b) R est symétrique : (m,n)R(k,1) = (k,)R(m,n), V {(m,n), (k,1)} C N xN.
¢) R est transitive : si (m,n)R(k,1) et (k,1)R(p,q) alors (m,n)R(p,q),
v {m7 n, kv lap7 (J} CcN
Ainsi R est une relation d’équivalence dans N x N.

La relation R permet de partitionner N x N en classes d’équivalences. Une classe d’équivalence de N x N est
I’ensemble de tous les couples de N x N qui sont en relation entre eux. On peut définir par exemple la classe
d’équivalence, que nous conviendrons de noter [0, 2], du couple (0, 2) par

[0,2] = {(0,2), (3,5), (2,4),...}.
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L’usage veut que I'on note +n, ou plus simplement n, la classe d’équivalence du couple (n,0) et —n celle du
couple (0,n). Ainsi nous avons

_2 = [0’2] = {(0’2)’(173)’ (274)7 (375)7"'7(n7n+2)7"‘}7

et
+2=1[2,0] = {(2,0),(3,1),(4,2),(5,3),.... (n+2,n),..}.

Définition 2

entier relatif On appelle nombre entier relatif une classe d’équivalence de ’ensemble N x N relativement
a la relation R définie ci-dessus.

Définition 3

Ensemble des entiers relatifs L’ensemble des entiers relatifs est la partition de N x N résultant des
classes d’équivalences de R. On le note Z.

Remarque 6

C’est ’ensemble de toutes les classes d’équivalence de de la relation R dans N x N. On dit aussi que

c’est I’ensemble quotient de N x N par R, on note Z = %.

Remarque 7

L’entier relatif 0 est le nombre entier relatif défini par

0= [0’0] = {(0a0)7 (17 1)a (272)7 0oog (na Tl), . }

Remarque 8

Les nombres entiers relatifs de la forme +n = [n,0] sont appelés nombres positifs; les autres, de la
forme —n = [0, n] sont appelés nombres négatifs.

Remarque 9

Tout entier relatif positif +n = [n,0] peut, “naturellement”, étre identifié au nombre entier naturel n.
Ainsi, Z “contient” tous les nombres entiers naturels avec, en plus, les nombres négatifs. Ainsi, dans
un certain sens, on a : N C Z.

,—[ Remarque 10 } N

On représente ’ensemble des entiers relatifs en extension de la maniére suivante :

Z={ ..,-4,-3,-2,-1,0,+1,42,43,+4,...}.
L’ensemble des entiers relatifs positif est noté
Zy ={0,41,42,43,+4,...}
et celui des entiers relatifs négatifs

Z_={..,—4,-3,-2 —1,0}.
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L Chacun de ces ensembles sans 'entier 0 se note respectivement Z*,Z% , Z* . J

A.2.1 Somme et produit des entiers relatifs

Il découle de la construction des entiers relatifs, que I’on peut également définir la somme et le produit des
entiers relatifs. Les propriétés de ces opérations sont “naturellement” héritée de celles des entiers naturels.

La somme des entiers relatifs

Pour illustrer cela, considérons I’exemple suivant. Soient les nombres entiers relatifs +2 et +3. Il est naturel
de considérer que la somme des entiers relatifs soit en accord avec celle des entiers naturels. Donc on doit avoir

(+2) + (+3) = +5.

C’est & dire
2,0] + [3,0] = [5,0] = [2 + 3,0].

La somme dans les crochets est la somme des nombres entiers naturels. Par contre la somme des crochets est la
somme des entiers relatifs. Nous avons utilisé le méme symbole afin de ne pas alourdir la notation, mais il faut
bien comprendre qu’il ne s’agit pas de la méme opération.

Si nous prenons +2 = [3,1] et +3 = [4, 1] nous devons avoir, afin de garder la cohérence de 'opération

3,1+ [4,1) = [5,0].
Ce qui signifie qu’il faut prendre
8,1] 4+ [4,1] =1[7,2] = [5,0] = [3 + 4,1 + 1].

On est donc naturellement menés a définir :

Définition 4

addition des relatifs On appelle somme ou addition des entiers relatifs m = [a, ] et n = [c, d] Pentier
relatif
m+n = [a+ ¢, b+ d].

Remarque 11 }

Le symbole + entre m et n est celui de la somme des entiers relatifs, tandis que le symbole + entre
a et c et entre b et d est celui de la somme des entiers naturels. Nous voyons de la définition, que,
fondamentalement, la somme des entiers relatifs n’est pas identique a la somme des entiers naturels.
Mais la définition de la somme des entiers relatifs se fait en se ramenant & la somme des entiers
naturels.

Cette somme vérifie les propriétés suivantes,

z—{ Théoréme 1.5 } \

La somme des entiers relatifs satisfait les propriétés suivantes, ou {m,n,k} C Z :

a) La somme des entiers relatifs est associative : (m +n) +k=m+ (n+ k).

b) 0 = [0,0] est un élément neutre pour la somme des entiers relatifs : 04+ m = m 4+ 0 = m.

¢) Tout élément n € Z admet un élément symétrique (son opposé) n’ pour la somme : n+n’ =n'+n =
0. L’opposé de +n = [n,0] est —n = [0, n] et réciproquement, pour n € N.

d) La somme des entiers relatifs est commutative : m +n = n + m.

Preuve.
Le théoréme 1.2 nous assure que la somme des entiers naturels satisfait les propriétés ci-dessus (sauf la propriété c,
qui est propre aux entiers relatifs.) Comme un entier relatif est représenté par un couple d’entier naturels, nous allons
démontrer les propriétés ci-dessus a ’aide des propriétés des nombres entiers naturels. La somme qui apparait ci-aprés
dans les crochets est celle des entiers naturels. Si le signe de somme n’est pas dans les crochets, c’est la somme des
entiers relatifs qui est entendue.
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a) Soit m = [am,bm],n = [an,bn] et k = [ay, bi] trois entiers relatifs, avec am, an,ak,bm,bn et by des entiers
naturels. On a alors
(m+n)+k = ([am,bn] + [an, bn]) + [ak, bk] = [am + an, bm + bn] + [ak, bk]
= [(@m + an) + ag, (bm + bn) + bg] = [am + (an + ar), bm + (bn + by,)]
= [am7 bm} + [an + akHbYL + bk] =m+ (7'1« + k)

L’addition des entiers naturels est donc associative.
b) Soit 0 = [0,0] et m = [a, b] un entier relatif. On a

0+m =1[0,0]+ [a,b] = [0+ a,0+b] = [a,b] =n.

Ainsi 0 est élément neutre & gauche pour l'addition. On montre de méme que : m + 0 = m. Donc 0 est aussi
élément neutre pour 'addition a droite.
¢) Soit m = [a,b] un entier relatif. Cherchons un entier relatif n’ = [a’, '] tel que

n+n' =0.
On doit donc avoir
[a,b] + [a’,b'] = 0.
Soit
[@a+a’,b+b]=10,0].

Ceci implique que : a +a’ = b+ b’. 1l suffit donc de choisir : b’ = a et a’ = b. Ainsi n’ = [b, a]. Supposons que n

soit positif : +n = [n, 0], alors n’ = [0,n] = —n. Pour —n = [0, n] négatif, on a n’ = [n,0] = +n.
d) Soit m = [am,bm] et n = [an, bn] deux entiers relatifs. On a alors

m—+n= [amybm] + [anybn} = [am + anybm + bn] = [an + am7bn + bm]
= lan,bn] + [am + bm] = n+ m.

Remarque 12 } ]

Ce théoréme affirme que la structure (Z,+) est un groupe commutatif (ou abélien.)

Conventions Il découle de la définition de la somme des entiers relatifs que pour un entier présenté par un
de ses éléments (a,b), on a

[a,0] = [a,0] 4 [0,b] = (+a) + (=b).

L’usage veut que 'on omette le signe + devant les nombre positifs. On note alors a au lieu de +a. De plus,
I'usage veut que si I'on additionne un nombre avec un nombre négatif, on remplace le signe + de ’addition par
le signe — du nombre négatif. Ainsi on note a — b au lieu de a 4+ (—b). On parle alors de soustraction. Ainsi,
nous pouvons écrire

[a,b] = a — 0.

Si, de plus, il existe n € N tel que (n,0) € [a, ], alors on note
a—b=n,0=n.
Si, par contre, c’est (0,n) € [a,b], alors on note

a—b=1[0,n] =—n.

,—‘ Exemple 2 N

L’entier relatif représenté par I’élément (3,19) peut donc s’écrire

3,19] = 3 — 19.

De Plus, comme (0, 16) € [3,19], on a

3,19] =3 — 19 = [0,16] = —16.

. S

Ainsi, pratiquement, pour calculer une différence du type donné en introduction
a+8=7
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on l'écrit sous forme de nombre entiers relatifs et on résout le probléme correspondant en additionnant par
I’opposé

+[8,0] = [7,0]
+[8,0] = [8,1]

+ 8, ] [0,8] [0,1] +[8,0] + [0, 8]
= [0,1]

Ainsi, nous voyons que notre construction des entiers relatifs permet de résoudre le probléme posé initialement.

Le produit des entiers relatifs

De méme que pour la somme, on s’attend & ce que le produit des nombres entiers relatifs soit en accord avec
celui des nombres entiers naturels, lorsque 'on multiplie des nombre positifs entre eux

(+2)(+3) = +6.
En représentation des classes, on doit avoir
[2,0]-[3,0] = [6,0] = [2-3,0].

En prenant des éléments de ces classes, on a (en utilisant les méthodes de calculs usuelles que 1'on veut
retrouver) 4

3,1]-5,2]=(3—-1)(5—-2)=3-5—-1-5-3-241-2
=3.5+1-2—(1-543-2)=(3-5+1-2,1-5+3-2).

Ainsi nous définirons le produit de deux entiers relatifs par

Définition 5

produit des relatifs Ainsi, si m = [a, ] et n = [c, d] sont des entiers relatifs, on définit le produit de m
et n, par I'entier relatif
m-n=[a,b] [c,d =[a-c+b-db-c+a-d.

On montre alors que le produit des entiers relatifs a les propriétés suivantes

«—( Théoréme 1.6 } \

La somme des entiers relatifs satisfait les propriétés suivantes, ou {m,n,k} C Z

a) La multiplication des entiers relatifs est associative : (m-n)-k=m-(n-k).

b) 1 = [1,0] est élément neutre de la multiplication des entiers naturels : 1-n=n-1=n.
¢) La multiplication des entiers relatifs est commutative : m-n =n-m.

d) La multiplication est distributive relativement a 'addition : m-(n+ k) =m-n+m - k.

Preuve.
a) Solent m = [am,bm],n = [an,bn] et k = [ak, bk], OU am, an, ak,bm, by et by sont des entiers naturels, des entiers
relatifs. En utilisant les propriétés des entiers naturels a I'intérieur des crochets, nous pouvons calculer
(mn)k = ([am, bm][an, bn])[ak, bk] = [@man + bmbn, ambn + bman][ag, bi]
= [(aman + bmbn)ar + (@mbn + anbm )bk, (aman + bmbn)br + ar(ambn + anbm)]
= [am(anag + bpbr) + bm (bnar + anbr), am(anbi + bnag) + bm (bnbr + anak)]
= [am, bm][anar + bnbi, anby + bnar] = [am, bm]([an, bn][ak, b]) = m(nk).

Donc le produit des entiers relatifs est bien associatif.
b) Soit 1 =[1,0] et n = [a, b] un entier relatif. On a alors

1-n=1[1,0][a,b] =[1-a+0b,1-b+ 0a] = [a,b] = n.

Donc 1 est bien neutre a gauche pour la multiplication. On montre de méme que n -1 = n.

4. nous ne voulons rien prouver ici! ¢’est pourquoi nous utilisons des propriétés de la multiplication qui nous sont bien connues,
sans les avoir encore établies. Nous ne voulons que retrouver une définition adéquate de la multiplication. Toutes les propriétés que
nous utilisons dans ce petit calcul, devrons évidemment étre établies plus tard.
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c) Soit m = [lm,bm] et n = [an, by] des entiers relatifs. On a alors
mn = [amy bm}[an, bn] = [G«man + bmbn, ambn + anbm]
= [an@m + bnbn, anbm + ambn] = [an, bn][am, bm] = nm.

Ainsi le produit des entiers relatifs est bien commutatif.
d) Ce point est laissé en exercice.

Remarque 13 }

Comme la multiplication est associative, I’ordre dans lequel on effectue une multiplication n’a aucune
importance, on peut alors omettre les parenthéses

(m-n)-k=m-(n-k)y=m-n-k.

Remarque 14 }

Lorsque 'on utilise des lettres pour représenter des nombres, le signe de multiplication est optionnel.
Ainsi mn signifie m - n.

Remarque 15 }

Comme (Z,+) est un groupe abélien et que la multiplication est associative, admette un élément
neutre et qu’elle est distributive relativement & 1’addition alors la structure (Z,+,-) est un anneau.
Comme, de plus, la multiplication est commutative, I’anneau est dit commutatif.

Nous avons maintenant défini les nombre entiers relatifs, en introduisant la notion de nombre négatif. Ceci nous
permet de résoudre des problémes du type : trouver le nombre entier = tel que
84+x =5

Nous pouvons maintenant écrire
r=5-—28

d’on
x=[5,8 =[0,3] = -3.
Considérons le produit de deux nombres négatifs
(=m) - (—n) =10,m][0,n] =[0-0+ mn,0-m+n-0] =+mn.
Ce qui démontre la propriété suivante de la multiplication des entiers relatifs

Proposition 1.7 }

Le produit de deux nombres entiers négatifs est un entier positif

(—m)(—n) = +mn.

Plus généralement

Proposition 1.8 (Régle des signes)}

Le produit de deux entiers de méme signe est positif et le produit de deux entiers de signe contraire
est négatif. Soit a,b € N. nous avons :

(—a)(=b) = (+a)(+b) = ab, (—a)(+b) = (+a)(=b) = —ab.

Preuve.

Soit {a,b} C N. On a vu ci dessus que
(=a)(=b) = +ab = (+a)(+b).
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Montrons la derniére propriété
(—a)(+b) = [0, a][b,0] = [0b + a0,ab+ 0 - 0] = [0, ab] = —ab.

De plus
(+a)(=b) = [a,0][0,b] = [a0 + 0b,0 - 0 + ab] = [0,ab] = —ab = (—a)(+Db).

A.2.2 Ordre des entiers relatifs

La relation d’ordre des entiers naturels peut facilement s’étendre aux entiers relatifs. Nous définissons la
relation d’ordre des entiers relatifs en nous appuyant sur celle des entiers naturels.

So

it +a et +b deux entiers relatifs positifs. Supposons que les entiers naturels a et b correspondants sont

tels que b < a. Il existe alors un naturel ¢ tel que a = b+ ¢. Ce qui signifie, que a est un successeur de b (c’est le
c-iéme successeur de b.) En termes d’entiers relatifs, cela signifie qu’il existe un entier relatif positif +c tel que

Nous

+a = (+b) + (+¢).

allons construire la relation d’ordre des entiers relatifs de cette facon. Nous dirons qu’un entier relatif b

est inférieur ou égal a un entier relatif a (positifs ou négatifs) s’il existe un entier relatif positif +c tel que

Autre

a="b+ (+c).
ment dit, b < a 8’il existe +c € Z, tel que
a—b=+c,
ou encore sia—b € Z,.
Définition 6
ordre des relatifs Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que b est inférieur ou égal a a sia—b € Z. ]

Remarque 16

On vérifie alors que tout nombre entier relatif positif est supérieur ou égal & zéro

€

0<aVaeZy,
t tout nombre entier négatif est inférieur ou égal a zéro :

a<0VaecZ_.

On a alors

a<b & a-beZy & 0<a—0.

A.2.3 Ce qu’il faut connaitre

Ce qu’il convient de retenir des entiers relatifs est contenu dans les points suivants

Il existe un ensemble Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} appelé ensemble des entiers relatifs Ce ensemble
contient tous les entiers naturels, ainsi que tous les nombres entiers négatifs.

La somme de deux entiers relatifs est un entier relatif. La somme est associative ( (m+n)+k = m+(n+k),)
admet 0 comme élément neutre (0 +n =n+0=n ) et est commutative ( m +n =n+m.)

On note la somme d’un entier positif +m avec un entier négatif —n : m —n.

Le produit de deux entiers relatifs est un entier relatif. Le produit est associatif ( (mn)k = m(nk),)
admet 1 comme élément neutre (1-n =n-1=n,) admet 0 comme élément absorbant (0n = n0 = 0) et
est commutatif (mn = nm.)

Tout entier relatif n posséde un symétrique, —n, relativement a 1’addition, appelé son opposé. On a :
n—n=>0.

Le produit de deux nombres de méme signe est positif, celui de deux nombres de signe contraire est
négatif.

Le produit est distributif relativement a I’addition (m(n + k) = mn + mk.)

On convient de toujours effectuer les produits avant les additions.

On définit une relation d’ordre dans Z par : b<a<a—b e Z,.
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A.3 Les nombres rationnels

Nous avons vu dans la section précédente comment des problémes de somme nous ont menés a introduire
une nouvelle classe de nombre, les nombres entiers relatifs (positifs ou négatifs.)
Le produit des nombres nous conduit rapidement devant des problémes analogues. Nous pouvons trés faci-
lement déterminer un nombre entier x tel que
22 = 6.

Nous trouvons que la solution de ce probléme est x = 3, car 2 - 3 est bien égal a 6.
Mais qu’en est-il du probléeme
2x =57

Il peut sembler évident que la solution n’est en tout cas pas un nombre entier! Nous devons donc, pour étre
en mesure de répondre a ce probléme, créer une nouvelle classe de nombre, comme nous 'avons fait pour les
entiers relatifs.

Commencgons par considérer dans I’ensemble Z x Z* la relation R’ définie par

(a,b)R'(p, q) < aq = pb.

On vérifie sans peine que la relation R’ est réflexive, symétrique et transitive. C’est donc une relation d’équiva-
lence.

Définition 7

nombre rationnel On appelle nombre rationnel ¢ la classe d’équivalence de (a,b) relativement a la
relation R’ définie ci-dessus.

Remarque 17

Le nombre rationnel ¢ s’appelle aussi une fraction ou encore un quotient.

Remarque 18

Dans une fraction % Pentier relatif a est le numérateur et entier relatif b le dénominateur de la

fraction.

Ainsi, si (a,b) € § et (p,q) € g, on a

PN aq = pb.
b ¢
L’égalité de gauche est une égalité entre classes d’équivalences, tandis que 1’égalité de droite est un égalité entre
deux entiers relatifs, puisque a, b, p, ¢ sont des entiers relatifs.
Au nombre entier relatif n on associe le nombre rationnel § = n.
Le nombre entier relatif 0 est associé a la classe des nombres rationnels de la forme %. En effet, pour tout
entier ¢ € Z*, nous avons :

5

0 O

- =—-=0, car 01 =0q =0,

q 1

puisque 0 est absorbant pour la multiplication des entiers relatifs. Le nombre entier relatif 1 est associé aux

rationnels de la forme %. En effet, pour tout entier p € Z*, nous avons :

1
Ezle, car pl = 1p =p,
p 1

puisque 1 est élément neutre de la multiplication des entiers relatifs.

5. Noter ’abus de notation utilisé ici. n représente un entier relatif dans %, mais un nombre rationnel (une classe d’équivalence)
dans n a droite du signe égal.
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Définition 8

ensemble des rationnels On note Q I’ensemble de tous les nombres rationnels. ]

Remarque 19 }

On note Q* I'ensemble des rationnels non nuls. ]

Remarque 20 }

Ainsi, par l'identification des entiers naturels n au rationnels de la forme 7 nous voyons que I'on a :
Z C Q. Nous avons donc : N C Z C Q.

Supposons qu'un nombre relatif soit le quotient de deux nombres entiers négatifs —a et —b. On a alors :—‘Z = %,
car nous avons

—-a a
—_b = E =4 (—G,)b = a(—b).
Or les deux membres de 1’égalité de droite sont égaux & —ab. Ainsi nous avons bien
—a _a
b b

De plus, comme on le verra dans la preuve ci-dessous, nous avons

A.3.1 Somme et produit des rationnels

Nous en venons maintenant & définir la somme et le produit pour les nombres rationnels.

La somme des rationnels

Soit ¢ et § deux nombres rationnels. On définit leur somme par

ad + be
bd

_|_

S e
IS

Nous voyons que c’est encore un nombre rationnel. De plus la somme des nombres rationnels a les propriétés
suivantes :

,—[ Proposition 1.9 } \

La somme des nombres rationnels a les propriétés suivantes :

1. La somme est associative.
2. 0 est ’élément neutre de la somme.
3. Tout nombre rationnel 7 admet un opposé, noté —7, pour la somme.

4. La somme est commutative.

Preuve.
Nous allons démontrer successivement ces différents résultats.
1. Soit ¢, %% trois fractions. On a :
a c p _ad+bc p  (ad+bc)g+p(bd)  adq+ beq + bdp
(ZJF&)JF;_ bd +§_ (bd)q - bdg :

D’autre part

sl

Ainsi, nous avons bien

a (c g) . g_'_ cq+pd  a(dq) +b(cg+pd)  adg+ beq + bdg
q) b dq b(dq) bdg ’
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2. Soit 0= 9 et g.Ona
Og+pb _ bp

0 = .
M bq bq

0
p_0,p_
a b ¢
Or Z—p = 2 En effet

q " g
(bp)g = p(bq).
Ce qui montre que 0 = % est bien ’élément neutre de ’addition.

3. Soit § un rationnel. Soit —§ = % son opposé. On doit alors avoir

p ) =0
Soit : a
g + 6 =0.
On en déduit qu’il faut
ag+pb 0
bg  bg
Ainsi, pour avoir I’égalité, il suffit d’avoir ag + pb = 0. Ceci est le cas sig=bet p = —a,ousigq= —bet p=a.
Or on a 5* = . Ainsi, tout rationnel 7 posséde bien un opposé
a —a a
b b —b

4. Soit % et % deux rationnels. On a

_ad+cb cb+da

+C C
d  bd b d

a +a
b b’

Ce qui prouve la commutativité.

Ces propriétés conférent a (Q, +) la structure d’un groupe abélien.

Corollaire 1.10 (Simplification des fractions)}

Au cours de la démonstration, nous avons prouvé la régle de simplification

by~ g VP CZ Vaen

Remarque 21 }

Si une fraction %’ ne peut pas se simplifier, on dit que les nombres entiers p et ¢ sont premiers entre
euz. Une autre maniére définir des nombres premiers entre eux est de dire qu’il n’existe aucun diviseur
commun de p et g. Ou encore qu’il n’existe pas de nombre  dont p et ¢ sont des multiples.

r—[ Corollaire 1.11 } <
Il découle de cette démonstration que nous avons
-a _a -a a  a
b b’ b —b b

ot —3 est 'opposé de ¢ relativement a ’addition des rationnels.
| J

Définition 9

signe des rationnels On dit qu'un rationnel ¢ est positif si {a,b} C Z, ou si {a,b} C Z_, avec b # 0.
Il est négatif sinon.
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/—‘ Exemple 3 N

Les nombres rationnels suivants sont positifs

2 -2 -6
37 =5 =T
Les nombres rationnels suivants sont négatifs

-2 ) 7
37 =3 5

Remarque 22 }

On désigne par Q4,Q_ respectivement I’ensemble des rationnels positifs et des rationnels négatifs.
Les ensembles de nombres rationnels sans le zéro s’écrivent Q*, Q7 et Q* .

Le produit des rationnels
Définissons le produit des rationnels par :

C ac

a

b d bd
Le produit de deux rationnels est encore un rationnels et posséde les propriétés suivantes, dont la preuve est
laissée en exercice :

,—[ Proposition 1.12 ] N

La multiplication des nombres rationnels vérifie les propriétés suivantes :

1. La multiplication des rationnels est associative.
. Le nombre rationnel 1 = ¢ est neutre pour la multiplication.

2
3. Tout nombre rationnel non nul 7 admet un symétrique, nommeé inverse, g tel que %g =1.
4

. La multiplication des rationnels est commutative.
|

Ces propriétés conferent a (Q*, ) la structure d’un groupe abélien. De plus :

Proposition 1.13 ]

La multiplication des rationnels est distributive par rapport a ’addition des rationnels :

afc, p)_ac_ ap
b<d+q>_bd+bq'

Remarque 23 }

Du fait que (Q,+) et (Q*,-) soient des groupes abéliens et que la multiplication est distributive par
rapport a 'addition, on dit que (Q,+,-) est un corps commutatif.

Il découle de la régle des signes des entiers relatifs et des propriétés ci-dessus :

Proposition 1.14 ]

Le produit de deux rationnels de méme signe est positif. Le produit de deux rationnels de signe
contraire est négatif.

A.3.2 Ordre des rationnels

On définit une relation d’ordre dans les nombres rationnels par :
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Définition 10 }

ordre des rationnels Soit et § deux rationnels. On dit que § est inférieur ou égal a , on note ¢ <

sic—3€Q4
(G<a)e(G-5°0)

< &
d

Remarque 24 ]

Si {r, s} C Q on note également r > s au lieu de s < r. On dit alors que r est supérieur ou égal a s. ]

,—[ Remarque 25 } N

On montre que si r € Q4 (r est positif,) alors r > 0 et si r € Q_ (r est négatif,) alors r < 0. Ainsi :

reQyer>0.

On peut alors écrire :
Qi ={reQ|r=0},
et :

_={reQ|r<0}.

. J

On vérifie sans peine que la relation > a les propriétés suivantes :

Proposition 1.15 }
Le relation > définie ci-dessus est :
réflexive : VreQ, r>r.

antisymétrique : V {r,s} CQ, (r=>sets>r)= s=r.
transitive : V {r,s,t} CQ, (r=sets>t)= r >t.

Ces propriétés caractérisent une relation d’ordre. De plus, la relation > est connezxe :

Proposition 1.16 }
La relation d’ordre > est connexe, i. e. pour tout {r,s} C Q on a 'une des relations suivante :
r=s, ou : sS=T.

lors que > est une relation d’ordre totale.

Remarque 26 ]

Cette propriété nous dit que nous pouvons toujours comparer deux nombres rationnels. Nous disons

a
Ainsi, (Q,+, -, >) est un corps totalement ordonné.

Remarque 27 ]
On utilise souvent la notation r < s pour s > 7. ]
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Définition 11 }

ordre strict On dit que r € Q est strictement supérieur ¢ s € Qsir > set r #s. On note r > s :

r>s& (r>setr#s.)

A.3.3 Divisibilité : représentation décimale des rationnels

Nous pouvons passer d’une représentation en quotient & une représentation dite décimale des nombres ra-
tionnels. Cela consiste a effectuer la division du numérateur par le dénominateur, ou encore a calculer le quotient
des deux nombres entiers.

Algorithme d’Euclide

Nous allons illustrer la procédure qui permet d’effectuer cette division. La méthode illustrée ci-dessous
s’appelle I'algorithme d’Euclide de la division. En somme, 'algorithme spécifie que toute fraction ¢, ol a et
b sont deux nombres entiers positifs, peut s’écrire comme la somme de deux termes : un nombre entier n, le
quotient, de fois b et un entier r < b appelé le reste de la division :

a
—=nb+r.
b no—+r
Ainsi, nous avons clairement :
20=4-7T+1.

Le nombre n nous indique le nombre entier de fois que le nombre b se trouve dans le nombre a.

Représentation décimale des quotients

Pour passer a la représentation décimale des fractions, nous ne nous arrétons pas a ’algorithme d’Euclide,
mais continuons la procédure avec r. Nous appliquons l'algorithme d’FEuclide pour obtenir le quotient n. ensuite
nous plagons un point décimal n. et réitérons l'algorithme d’Euclide sur 10r. Dans I'exemple donné ci-dessus,
cela donne successivement :

29
— =4.1...
7 )
car 10=1-10=1-7+ 3, le nouveau reste étant r = 3.
2
—9:4.14...,
7
car 30 =3-10 =4 -7+ 2, le nouveau reste étant r = 2.
2
—9:4.142...,
7

car 20 =2-10 =2 -7+ 6, etc. On obtient finalement :

? = 4.142857142857 . . ..

On constate, dans cet exemple, que la suite décimale se répéte indéfiniment. On dit que 2—79 est un nombre
périodique. On le lit : « quatre virgule 142857-périodique. »On le note :

4.142857,
pour indiquer que la séquence 142857 se répéte indéfiniment.
On peut montrer que tous les nombres rationnels ont une représentation décimale finie ou périodique.
A.3.4 Nombre de nombre : le cardinal d’un ensemble

Considérons l’ensemble I = {0,1,2,3,4} et ’ensemble A = {a,b, ¢,d, e}. Nous pouvons associer a chaque
élément de A un élément de I :

Ag=a, A1 =0b, Ax=c, Az3=d, As=ce

Ainsi, a chaque élément de I correspond un élément de A et inversement, a chaque élément de A correspond
un élément de I. Nous disons que A et I sont en bijection I'un par rapport & I’autre. Intuitivement cela signifie
qu’il y a autant d’élément dans A que dans I. On dit cela disant que les ensembles I et A sont idempotents.
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Définition 12 }

cardinal On dit qu'un ensemble A est fini s’il existe un entier naturel n qui lui est idempotent. On
appelle alors cardinal de I’ensemble A, cet entier naturel n. On note :

Card(A) = n.

Le cardinal d’un ensemble est le nombre d’éléments que contient cet ensemble. On parle aussi de la puissance
d’un ensemble. Dans I’exemple ci-dessus, ’ensemble I est le nombre entier naturel 5. On a ainsi :

Card(A) = 5.

Définition 13 }

dénombrable On dit qu’un ensemble A est dénombrable s’il est fini, ou s’il existe une bijection de A
dans N.

Autrement dit, un ensemble est dénombrable s’il est fini, ou s’il est infini, mais qu’il est possible de numéroter ses
éléments avec les entiers naturels. On dit qu’il a la puissance du dénombrable. On appelle X, « aleph-zéro, »le
cardinal de N. Xy est un nombre transfini. Ce n’est pas un nombre naturel, ni un entier relatif.

Il est possible de numéroter les nombres entiers relatifs et les nombres rationnels avec les entiers naturels. I1
en découle qu’il y a autant de nombres rationnels que d’entiers relatifs et que d’entiers naturels. Ainsi :

Card(N) = Card(Z) = Card(Q) = No.

A.4 Les nombres réels

A.4.1 Introduction

L’ensemble des nombres rationnels n’est pas complet. Il présente des absences qui se manifestent dés que
I’on tente de résoudre certains problémes légitimes, i. e. qui sont clairement posés au sein méme des nombres
rationnels. Supposons que nous cherchons un nombre z tel que :

2 =2.

Un simple calcul nous montre que ce nombre doit se trouver entre 1 et 2 puisque le carré de ces nombre vaut
respectivement 1 et 4, ce qui entoure la valeur 2.
Nous pourions penser que ce nombre, noté v/2 est un nombre rationnel. Si c’est le cas, il existe deux nombres
entiers a et b, premiers entre eux, tels que : "
Vo=2

b
En élevant au carré cette égalité, nous obtiendrions :
2
9=2
B2
d’our :
a® = 2b%. (A1)

Comme b? est un entier, nous en déduisons que a? est un nombre pair. Or le carré de a ne peut étre pair que si
a est pair. En effet, si a était impair, il existerait un entier n tel que a = 2n + 1. et nous aurions alors :

a®>=2n+1)? =4n’+4n+1=2(2n + 2n) + 1.

Ce qui est résolument un nombre impair. Donc, pour le cas qui nous occupe, a doit étre pair et il s’écrit alors
a = 2n. La relation (A.1) devient alors :
4n? = 2b?,
soit :
2n? = 1.
Ainsi b? est pair, donc b est également pair. Ainsi, si v/2 = 7 ou a et b sont irréductibles, on voit que a et b sont

tout deux pairs. Ils sont donc réductibles, ce qui contredit ’hypothése de départ. Ceci montre que v/2 ne peut
pas étre écrit comme une fraction. Ce n’est pas un nombre rationnel. On dit que c¢’est un nombre irrationnel.
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On peut montrer de la méme maniére que \/g, \/5, \/67 ... ne sont pas rationnels. Il est ainsi nécessaire
d™*agrandir” ’ensemble Q par un nouvel ensemble, qui contient aussi tous ces nombres irrationnels. Cet ensemble
est appelé R. On montre également que les nombres 7 = 3.1415926535... et e = 2.718281828... sont des
nombres irrationnels.

A.4.2 Caractérisation des nombres réels

Plusieurs auteurs ont donnés des définitions diverses des nombres réels. Parmi ces définitions sont a mettre
en évidence la définition issue de Dedekind et celle de Cantor. Nous choisirons la définition de Dedekind-Peano-
Russel, car elle est dans ’esprit des définitions suivantes et permet d’établir simplement les propriétés de base
des réels.

Dedekind a donné des nombres réels une définition qui permet de facilement établir leurs propriétés a partir
de celles des rationnels. Pour lui, un nombre réels est une coupure des rationnels.

f-[ Définition 14 } \

Coupure (de Dedekind) On appelle coupure des rationnels un couple (A, B) de parties de Q telles que :
1. A£Qet B#O
2. AUB=Q
3. Six e Aety € B, alorsz <y

. J

Les ensembles A et B d’une coupure forment une partition de Q.
Peano et Russel ont donné une version plus simple des réels. Une coupure contient deux ensembles, mais en
fait un seul ensemble suffit.

r—[ Définition 15 } N\

Coupure inférieure On apelle coupure inférieure ouverte des rationnels un ensemble C, qui a les pro-
priétés suivantes

1. C#o

2.CcQ

3. SizeCetyecQ—C,alors z <y.

4. Pour tout =z € C, il existe y € C tel que x < y.

. J

On peut maintenant définir un nombre réel.

Définition 16 } ]

Nombre réel On appelle nombre réel une coupure inférieure ouverte.

Comme ’ensemble de toutes les coupures possibles de Q est une partie de l’ensemble des parties de Q, cet
ensemble existe.

Définition 17 } ]

On appelle ensemble des nombres réels, on le note R, I’ensemble de tous les nombres réels.

Sixz € Q on définit le nombre réel z*, correspondant au nombre rationnel z, par
2r={reQ|r<z}
De cette fagon, en identifiant tous les rationnels x par leur nombre réel correspondant z*, on voit que :

QcCcR.
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Remarque 28 }

Depuis le début de ce paragraphe, toutes les occurrences du symbole < représentent la relation « est
inférieur a » dans les rationnels.

Exercice A.1.
Représenter schématiquement sur un axe QQ, une coupure, une coupure inférieure.

Comme les nombres réels 0* et 1* existent, on peut construire dans R I’équivalent des nombres entiers
naturels, relatifs et des rationnels grace a I'addition et & la multiplication. Ainsi on peut écrire :
NCZcQcCR.
Cet axiome permet de montrer que v/2 est dans R. Il suffit pour cela de poser :
V2=Q_ U{zcQy |2®><2}

On vérifie sans peine que C forme une coupure des rationnels. Donc /2 est un nombre réel. Reste a prouver
que V2 ainsi défini a bien la propriété attendue, & savoir :

V2i =9,

ce que nous verrons plus tard, aprés avoir défini le produit des réels. Ainsi nous avons montré que R ne peut
pas se confondre avec Q, puisque v/2 n’est pas rationnel. Ainsi nous avons :

Q CR, et: Q#R.

A.4.3 Relation d’ordre

Les nombres réels sont ainsi des ensembles et on obtient naturellement une relation d’ordre dans I’ensemble
des réels en définissant la relation < par

Définition 18 }

ordre des réels On appelle < la relation définie dans R par

Ve,yeR (z<ysxCy)

,—[ Théoréme 1.17 (d’ordre des réels)} N

Pour tout {z*,y*,2*} € R on a

1. “<” est réflexive : z* < z*

*

. “<” est antisymétrique : (z* < y* et y* <z*) = aF =y
Z*

2

3. “<” est transitive : (z* < y* et y* < 2*) = z* <
4. “<” est connexe : z* < y* ou y* < x*
\ S

La preuve de ce théoréme ne présente aucune difficulté, nous la laisserons en exercice.

Remarque 29 } ]

Ainsi, < est une relation d’ordre total dans R. On dit alors que R est un ensemble totalement ordonné.

A.4.4 La somme
Si p* et ¢* sont les nombres réels correspondant aux rationnels p et ¢, on doit clairement avoir :

P+ =0p+te ={reQ|r<p+tq}

Or les réels sont des ensembles de rationnels, on peut donc définir la somme des réels a partir de celle des
rationnels. Mais, en général, on ne peut pas écrire :

' ={qeQ|g<a}

pour un réel z*, car le nombre a n’est généralement pas rationnels, mais un réel. On définit alors la somme des
réels en s’appuyant sur la somme des correspondants des rationnels
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Définition 19 }

somme des réels Soit z* € R et y* € R on appelle somme de z* et y* le nombre réel :

+y = |J orte= U ero)” (A-2)

pEXT*,qEY” pET*,qEY™

Autrement dit, on fait la somme ¢* 4+ r* pour tous les rationnels g et r dans z* et y* respectivement. (p + ¢)*
est bien une coupure et donc un nombre réel. La réunion de deux coupures est encore une coupure. De méme
une réunion infinie de coupures est encore une coupure. Ainsi la définition A.2 a bien un sens et la somme est
une opération interne dans R.

On démontre alors sans peine que

,—[ Théoréme 1.18 (La somme)} \

La somme des nombres réels posséde les propriétés suivantes :
1. “4” est associative : (z* + y*) + z* = z* + (y* + 2%).
2. “4” admet un élément neutre, c’est 0* €e R : 0* + z* = 2™ + 0* = 2~

3. tout z* € R posséde un opposé (—z)* € R: z* + (—z)* = (—z)* + z* = 0*

4. “47 est commutative : z* + y* = y* + z*

Remarque 30 } ]

Ainsi R muni de la somme des nombre réels forme un groupe abélien (R, +).

A.4.5 Le produit

Nous voulons maintenant définir le produit des nombres réels. Evidemment, nous voulons que ce produit
soit compatible avec celui des rationnels. On veut donc que si p et g sont des rationnels, alors :

p gt ={reQ|r<pq}=(pg)"

Comme pour la somme, nous définissons le produit des réels grace a celui des rationnels. Mais une difficulté se
présente & nous. En effet, comme les coupures contiennent tous les rationnels négatifs, a partir d’une certaine
valeur, les (pg)* deviennent trés grands lorsque ¢ ou p sont trés petits négatifs.

Procédons par étapes. Si n est un nombre naturel alors en multipliant tous les rationnels d’un réel z* par
n, on obtient encore une coupure des rationnels, soit un nombre réel, que ’on associe naturellement & :

n-z*={reQ|r=nz, pour z € z*}.

11 est clair que si ¢ € Q on retrouve : n - ¢* = (ng)*.
En effet, soit r € ¢*, on a alors

r<gq
multiplions les deux membres par n, qui est positif, on obtient alors
nr < ngq.
Ce qui prouve que n - ¢* C (ng)*.
De plus, supposons p € (ng)*, on a alors
p <mnp
multiplions les deux membres par % On obtient
p
—< q,
n

soit, en posant 7 = £, 7 < g donc r € ¢* et p =nr € n-¢*. Ce qui prouve que (ng)* C n-q¢*. Ainsi, on a bien : n - ¢* = (ng)*.
De méme, si ¢ € Q4, on définit naturellement le produit de tous les éléments de #* par ¢ au nombre

qg-2*={reQ|r=qx, pourxz € z*}.
Mais si g € Q, alors ’ensemble des produits des rationnels de x* par —g n’est plus une coupure, par contre, le
complémentaire de de cet ensemble dans QQ est une coupure et on le définit comme étant le produit de x* par
—-q
(—q) - 2*=Q—-{reQ|r=(—q)z, pour z € z*}

*

La encore, on montre que si p € Q, on a: (—¢q)p* = ((—¢)p)*.

213 ©Guglielmo Pasa



ANNEXE A. LES NOMBRES A.4. LES NOMBRES REELS

Définition 20 ]

Le produit des réels On définit ainsi le produit z* - y* des deux nombres réels x* et y*

*

oy ={reQ|3Ipea*,repy}

Le produit ainsi défini est une opération interne dans R et permet de démontrer le théoréme

,—[ Théoréme 1.19 (Le produit)} <
Le produit des nombres réels vérifie les propriétés suivantes :
1. “7 est associative : (z* - y*) - 2* = 2™ - (y* - 2%)
2. “7 admet un élément neutre 1* # 0* : 2* - 1* =1* . 2* = 2*
3. Pour tout z* € R* il existe un inverse, noté 2* ' = w% eR* tel que : *-z* P =g*t.g* = 1*
4. “” est commutative : ¥ - y* =y* - x*
5. ¢ est distributive relativement a “+” : a*(y* + 2*) = z*y* + x*2*.
)

Remarque 31 ]

Ce théoréme affirme que (R*,-) est un groupe abélien. Comme nous ’avons vu, (R, +) est un groupe
abélien également. Comme la multiplication est distributive relativement a I’addition des réels, la
structure (R, +,-) est alors un corps commutatif. Comme, de plus, < est une relation d’ordre total
dans R, (R, +, -, <) est un corps abélien totalement ordonné.

Ceci fait que I’ensemble R a les mémes propriétés que 'ensemble Q relativement a I’addition et a la multiplication.

Dorénavant, nous ne distinguerons plus les réels par la notation x* et écrirons simplement z.

Théoréme 1.20 }

On a
l. pourtout zeR: 2 <y = z4+2<y+=2

2. Siz<yetu<Lv,alors: z+u<y+o
3.510<zet 0<yalors: 0< zy.

Remarque 32 }

Les nombres réels < 0 sont dits négatifs et forment 'ensemble R_ des nombres réels négatifs. Les
nombres positifs, 0 < z, constituent ’ensemble R des nombres réels positifs. Sans le nombre 0, ces
ensembles s’écrivent respectivement R* et R

Cardinal des nombres réels

Il n’est pas possible de numéroter les nombres réels avec les entiers naturels. Il y a une infinité de fois plus de
nombres réels que de nombres entiers. On appelle X; le nombre d’éléments de R. Une conjecture mathématique
(I’hypothese du continu) stipule qu’il n’y a pas d’ensemble dont le nombre d’élément se situe entre Ny et Nj.
Autrement dit, R est le plus petit ensemble strictement plus grand que N (en nombre d’éléments) :

Card(R) > Card(N).

Il y a donc une trés grande différence entre N, Z, Q d’une part et R de l'autre.

K. Godel a montré que si les axiomes de la théorie des ensembles sont non-contradictoires, alors si on leur
ajoute cette hypothése en tant qu’axiome, la théorie des ensembles est encore non-contradictoire.
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A.5 Les nombres complexes

Nous verrons dans le chapitre IT1.6 que certaines équations n’ont pas de solution réelle, mais que ’on peut
néanmoins calculer la somme des solutions et leur produit. Ainsi, il doit exister des solutions de ces équations.
Mais ces solutions ne sont pas réelles.

En fait, pour résoudre le probléme, il suffit de considérer un nombre, que 'on représente par la lettre 7, tel
que

i? = —1.
Ce nombre ¢ ne peut clairement pas étre un nombre réel, puisque le carré de tout nombre réel est positif. On
définit alors un nombre compleze par la donnée de deux nombres réels (a,b) = a + bi.

On généralise alors la notion d’addition, et de multiplication des réels aux nombres complexes, de maniére
naturelle

(a+bi)+ (' +bi)=a+bi+ad +bi=(a+ad)+ (b+b)i,
et
(a4 bi)(a' +b'i) = aad’ + ab'i + a'bi + bb'i* = ad’ + (ab’ + a’b)i + bV’ (—1)
= (aa’ — bb') + (ab’ + a'b)i.

L’ensemble des nombres complexes C est défini par I’ensemble R x R.

Les nombres réels « € R peuvent étre identifiés aux nombres complexes de la forme x = (z,0). Ceux de la
forme (0,y) sont dits imaginaires purs.

L’addition des complexes est définie par

(a,b) + (a’,0) = (a+d,c+ )
et la multiplication des complexes par
(a,b) - (a’',b") = (aa’ — bV, ab’ + a'b).

Pour ¢ = (0,1), on voit que
i? = (-1,0) = —1.

(C,+, ) est un corps commutatif complet.

Remarque 33

Dans C le carré d’'un nombre peut étre négatif.

Remarque 34

On a, dans un certain sens

NczZzcQcRcC

De plus, on a
Card(C) = Card(R) = N;.

A.6 Exercices

A.6.1 Les entiers naturels

Exercice A.2.
Construire I’ensemble des parties du nombre entier naturel 1. Combien d’éléments contient-il 7 Est-ce un nombre
entier naturel 7

Exercice A.3.
Construire I’ensemble des parties du nombre entier naturel 3. Combien d’éléments contient-il 7 Est-ce le nombre
entier naturel 47

Exercice A.4.
Calculer :
a)2+3, d)2-2
b)4+5, e)3-4
c)3+4, £)4-5
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A.6.2 Les entiers relatifs

Exercice A.5.
Représenter le nombre entier relatif 0. Donner des éléments de sa classe d’équivalence.

Exercice A.6.

Montrer que :

a) 2+ (—2) =0

b) 34 (—1) =2

c)3+(—=5)=-2

A.6.3 Les nombres rationnels

Exercice A.7.
Démontrer le théoréme 1.4

Exercice A.8.
Démontrer les propriétés 1.12.

Exercice A.9.
Démontrer la propriété 1.13.

Exercice A.10.
Partant de la définition de Q4 et de > montrer que

Qi ={reQ|r=0}

Exercice A.11.
Montrer, comme dans ’exercice précédent que

Q- ={reQ|r<0}.

A.6.4 Les nombres réels

Exercice A.12.
Montrer que v/3 n’est pas un nombre rationnel.

Exercice A.13.
Montrer que v/5 n’est pas un nombre rationnel.

Exercice A.14.
Montrer que v/2 est un nombre réel.

A.6.5 Les nombres complexes

Exercice A.15.
Trouver deux nombres complexes z € C tels que 22 = —4.

Exercice A.16.

Calculer le carré des nombres complexes suivants :
a) 241 c) —3—1i

b) -1+ d) —1—1

Exercice A.17.
Montrer que les nombres complexes 21 = —141 et zo = —1 — 4 sont des solutions de I’équation du second degré :

22 —2+2=0
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Solutions aux exercices

Chapitre 1.1. Logique

1.2
a) proposition b) sile critére est vérifiable, propo- ¢)  Si le critére est clair (a part
sition sinon pas quel point elle est grande ?) ¢
sinon pas.
d) pas une proposition (p.ex. "est e) pas une proposition (p.ex. "sont f) proposition (F)
vide" blanches")
g) cela dépend du contexte (p.ex. h) pas une proposition (p.ex. "jeme i) proposition (V)
thermometre) trouve...")
j)  pasune proposition (p.ex "= 28")
1.3
a) Vrai b) Faux c¢) Faux
d) Vrai e) Vrai f) Faux
1.4
a) « Il pleut ou les routes ne sont pas b) « Il ne pleut pas et les routes sont
mouillées. » (Vrai) mouillées. » (Faux)
¢) « Sl ne pleut pas, alors les routes ne sont d) « Si les routes ne sont pas mouillées, alors il
pas mouillées. » (Vrai) ne pleut pas. » (Vrai)
e) «S’il pleut, alors les routes ne sont pas f) « S’il ne pleut pas, alors les routes sont
mouillées. » (Faux) mouillées. » (Vrai)
g) «Il est faut qu’il pleuve et que les routes ne
soient pas mouillées. » (Vrai)
1.5
BREIES
V| F A%
F |V F

On peut remarquer que les valeurs de vérité de la premiére colonne et la derniére colonne sont identiques.

1.6
Avec p A g = ﬂ((ﬁp) Vv (—|q)) on peut faire la table de vérité
lplwlal-a] PV [ ~((=p)V(=g) |
V| F |V]|F F A%
V| F |F |V \% F
F|V |V]|F A% F
F| V |F |V \% F

La derniére colonne donne la valeur de vérité de p A q.
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1.7
Avec p = ¢ = (—p) V ¢ on peut faire la table de vérité
lpl»la][(pVa]
V| F |V \Y%
V| F |F F
F| V|V \Y%
F| V |F A%

La derniére colonne donne la valeur de vérité de p = gq.

1.8
plalr[G@vr)[palgVvr) [pAg]pAr ] (pAgVpAT) |
VIVIV] V v V | V v
VIVIF]| V v vV |V v
VIF|V]| F v V|V v
VIF|F| F v vV |V v
F|IV|V] V v v v v
F|IV|F]| V v v F v
FIF|V| V v F % v
F|F|F| F F F F F

On constate que les deux colonnes concernées (la 5° et la derniére) ont exactement les mémes valeurs.

1.9
a) On a
_‘(va,p(.’ﬁ)) A4 E':L’,—\p(l')
b) On a
=3z, p(x)) & ~(=(Ve, —p(x))) ¢ YV, p(z)
1.10
1.11
On a
=(p=q) < ~((-p) Vq) & ~(=p) A(—~q) & pA(—q)
1.12
On a
(-=pVq) & ~(pA(-p)) & =(-pAp)
1.13
On a
pede(=9Aa=p)e (@=pADP=4q9) < (@D
1.16
On a

(p—p) = (-pVp)

c’est le principe du tiers exclu. On montre que c’est une tautologie a ’aide d’une table de vérité.

1.17
1.18

cf. exercice 1.11.
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1.19
1. P = Q@ V, réciproque F (5 n’est pas divisible par 30), donc P et @ ne sont pas équivalentes.
2. P= @ F, réciproque V, non équivalentes.
3. P= Q@ V, réciproque V, équivalentes.
4. P = @ F, réciproque V, non équivalentes.
5. P = @ V, réciproque V, équivalentes.
6. P = Q@ V, réciproque V, équivalentes.
7. P= Q F, réciproque V, équivalentes.
1.20
1. Si x n’est pas divisible par 5, alors x n’est pas divisible par 30.
2. Si z n’est pas un carré, alors x n’est pas un rectangle.
3. Si x se termine par le chiffre 0, alors x est divisible par 10.
4. Si x n’est pas nul, alors le produit zy n’est pas nul.
5. Si z n’est pas divisible par 3 ou par 5, alors z n’est pas divisible par 15.
6. Si y n’est pas le pére ou la meére de z, alors = n’est pas le fils de y.
7. Si x n’est pas équilatéral, alors x n’est pas isocéle.
1.21

D’autre solutions existent, avec P I’ensemble des nombres premiers et D,, est ’ensemble des diviseurs de n.
1. F,vzeN,Fe€Z

2. V, 3z € P, 5 € N, avec P I'ensemble des nombres premiers.

V,Vzr e Nz < x?

F (zéro), =(3In € N, 27” ¢ N ou encore Vn € N, % eN

V,dx e PVYne N,z #2n+1

F (& cause de 2 = 12 + 1, V pour les autres), Vo € N,3In € N,z = n? + 1, 5 €N

V,3zeN,2¢N £ N

F (les nombres parfaits, p.ex. 6 =1+2+3), ~(In e N,n=3_ ., m)

© 0N e W

F,Vx € R,z € C avec R '’ensemble des rectangles et C I’ensemble des carrés.
10. F,

11. 'V (3,2),

12. V,VYmn CNym+n=n+m

Chapitre II.1. Théorie des ensembles

14

1. A = {pouce, index, majeur, annulaire, auriculaire}
2. B={a,n,t,i,c,0,8,u,l,e,m}

3. C = {printemps, ét¢, automne, hiver}
4. D = {été, automne}

5. F=g

6. F = {31,33,37)

7. G={2}

8. H=0

9. I =1{0,10,20,30}
10. J = {20, 15, -10, -5, 0}
11. K = {11,13,15,17,19}

219 ©Guglielmo Pasa



ANNEXE B. SOLUTIONS AUX EXERCICES

1.5
Chapitre I1.2. Relations

Chapitre III.1. Opérations élémentaires
Chapitre I11.2. Puissances et racines

Chapitre I11.3. Polyndmes et fonctions rationnelles

B.0.1 Polynomes

Exercice B.1

Calculer la valeur numérique des polynémes suivants

1. —4 5 —1 9. 1
2. —4 6. 0 10. —11
3. 28 7.0et 0 1. =7
4. 0 8. —11 " T 216

Exercice B.1.
Effectuer les additions ou les soustractions suivantes, indiquer le degré du polynéme obtenu et ordonner le
polynoéme

1. (z* =23 +2)+ (22— 22 +5)

2. (22 —5x —3) + (222 — 3z + 1)

3. (—22°+32% — 1) + (—2° — 323 + 2% - 5)

4. (§2% =22 +3) + (=322 - 3)

5. (=3xty? + 2292 — 2y + y?) + (doy? + 222 — ?)

6. (22% — 322 +2) + (=bz3 + 2z — 1) + (—2x — 3)

7. (32%y% — 4oy + %) + (22%y? + 5ay? + 4oy + 1) + (—52x?y? — 3% — 5xy® — 1)
8. 2zt — 23 +1) — (3ot — 2% - 2)

9. —(3x2 +22—1) — (=322 + 22 + 1)
10. (2a® —5) — (223 — 222 — 1)
11. (523y3 — 222y — 22 — y?) — (—22%y + 2y — 222 + )

12. (22%y? — 32y — 4) — (22%y? + 3wy — 5)

Exercice B.2.
Effectuer les multiplications suivantes et ordonner le polynéme obtenu
1) zy(—22°y?) 2) (—=5z%y)(—3zy)
3) (3zy®2%)(20%y2°)(—xy) 4) (3z*"1y) (52" y?)
5) 6z(z — 3) 6) 74x2y(2x —y)
7) —2ax?y(—32%y + 4ay) 8) (2% + 22y + y?) 22y
9)

—§$y2(2x2+5y2) Ik Qm( 3n—1 +ym)

10) 6
11) (z - 1)(z +2) 12) (2z = 3)(z — 5)
13) (z — y)(3z — 4y) 14) (x4 1)(2z + 1)(z — 3)
15) (2 —5)(a® 4 5z + 6) 16) (z —y + 2)(zy + yz + z2)
17) (z — y)(=® + 2%y + 2y® + ¢°) 18) 4z(z +y) — 2x(z — y)
19) (z4+y)Bz—y)— (z—y)Bx+y) 20) 3z —1)(1 —4z) — (4o — 3)(z — 2)
21) (x—y+2)(+y) — (2 +y—2)(y+2) = (20" —x+2)y
22) z(z?+ (n—Dz+ 1)+ (@2 —-(n—-1x+ 1)z
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Exercice B.3.

Ecrire immédiatement les produits suivants
11) (22 +4)(2%2 - 1)

1) (x4 3)(x+5)

Exercice B.4.

2) (
3) (
4) (a
5) (z
16) (z* —
7) (
8) (
9) (
0) (

z2 -3
T

)(z? +5)
2= 8)(x? = 3)
2 _
2

2a)

a—2z)(a+x)
a—3zx)(a—x)
2x 4+ 1)( )
3z + 2)( )

xr—5
xr+1

b)(a® + 2b)
)(alc2 + 3a)

x—1)
3z — 2)
4x—|—3)
22 — 3
222 + 3

(z=3)

(22 —1)
(72 - 2)
)(a? 1)
)(22 + 2)

x —a:+3)(x—2)

23 4 2?2
¢+ 3x
re+x —

1) (2
2) (
3) (
4) (2
5) (
(22 — 4a) 2)(:1: +z+2)(x+1)
7) (2?
8) (¢°
9) («*
0) (2

Former le carré et le cube des bindémes suivants

—z+2)(x+3)
+ 1) (22 - 1)
3)(z? -z +1)

Daz+y 2)x—a 3) 2a+b

4) ax — by 5) 1 — 4abe 6) 2% — 3b°

7) 2ab%c® -5 8) —0.3a% + 0.2b7 9) a™ 4 b

10) 2a3™ — 3p®"  11) —ab™*! +a™ 1 12) az™ 1 — 2pynt?

Exercice B.5.

Ecrire immédiatement les produits suivants
1) (a+3)(a—3)
y)(@ + )

a? —v?)(a® + b?)

ax + b)(azx +b)

2zy? + ) (2xy? — c2)

2) (z—
3) (
4) (-
5) (—2a — 4b)(2a —4b)
6) (
7 (

3a?z3 + T0%y%)(3a?x® — TH*y3) 14

Exercice B.6.

8) (a+b—c)la+b+c)
9) (a® + b* — ab)(a? + b* + ab)

+da+4)(a+2)

2z —y—32)2z +y + 32)
(z —y)(z +y)(@® +y?)
(a® —4a+4)(2 — a)

(22 4+ 3)(2* + 9) (2% — 3)
(

CL2

Effectuer les opérations suivantes et réduire le polynéme obtenu

1 32— 2)? — 5(z +1)?

2. (x4 1)y —(z—1))2

3. Baty) —2)? =B +y) +2)°

4 (ey(e — )y

5. (2 +9)* — (2~ y)" — 6a%y

6. (x+2)3—4(z+1)3+62°—4(z—1)3+ (z—2)3
7. (¢ —zy)? — (2% —xy — 29°)° + (y(z + 2y))?

8. 10(z — 17 — 2(3(z — 1)2 — 5(1 — 2)?)

9. 36(z —2)* — 9((z —

Exercice B.7.

D@2 +2+1)+42-2)H) 4+ 9z +1)(22 -z +1)

Effectuer les opérations suivantes et réduire le polynéme obtenu

1. (a®? +ab+

© 0N e C e W

z+y)?
a+b+c)?

—_ = =
Moo= o

a+b)?

a+b+c+d)?+
+ (a* +b%) —

62)(0,2

—[(a -

+(a—b—c+d)?

— ab + b?)
(22 +22 —1)(2? — 22 + 1)
(a+2b+c—d)(a—2b+c+d)
(@B +22+x+1) (23 -2 +2-1)
(a® + 2ab + b* — ¢*)(2ab + b* + ® — a?) —
(a+b+c)latb—c)la—b+c)(—a+b+c)
(a+2)(a®> —2a+4) —(a
(
(
(
(
(

(@° —y%) — (=
b—c)?—

2(a® + b? + ab)?

—2)(a® + 2a +4)
a+ b)(a® + ab +b*)(a — b)(a® — ab + b?)

—(z—y)® - —y)(@* +xy +y°)
(a® + b + ) + da(b + ¢)]

+(a—b+c—d)?

221

(a? — 2ab + b* — ?)(b? — a® + ¢* — 2ab)

+(a+b—c—d)?
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13. a(b+c)(b? +c® —a®) + blc+a)(c® + a® — b?) + c(a + b)(a® + b — ?)
W @+ 1)y —(@-DP—[y+z—(y— 1
15. [(1+2)° +(

T4+ 2)%y+ (14 2)y* +¢°] — Ba(z + 1) +y(y + 1) + 2zy + 1]
16. (8a® — 2%)(8a® + 2°) — (4a® — 2%)[2a(2a + 2?) + 24][4a? — 2%(2a — 2?)]

B.0.2 Factorisation et identités remarquables

Exercice B.8.
Calculer mentalement

1. 192,212,222 292 412 422
2. 19-21,29-31,41-39,18 - 22

Exercice B.9.
Calculer les carrés de bindémes suivants

1) (z +5)2 2) (7T—x)?

3) (2 + 3)2 4) (bx — 4)?

5) (—2x —5)? 6) (ax — by)

7) (22% + 1) ) (2 +9?)?

9) (32— 3)? 10) (§,$+ 3Y)?

11) (2" +y")* 12) (3220 — ymy?

13) (32" — 2y°")? 14) (zy" ' — 2 1y)?
15) (ax"tly — bay™t1)?

Exercice B.10.

Compléter chacune des expressions suivantes de maniére qu’elle devienne le carré d’un binéme
1) 22+ 6z 2)22+25  3) 42 — 202
4) 22—z  5)y +4ry 6)zin+1

Exercice B.11.
Compléter les carrés dont font partie les bindmes suivants

1) 422 + 4z 2) 4a%b? + 9

3) 16a* — 8a?y? 4) 9b* + 16y°

5) 9a% — 30a3b* 6) 16a%b* + 9a*b®

7) a4m +4a2my3n 8) 4b4m + 9y4n

9) 16y*b? — 16y*bc 10) 4(x — y)? + 81a?
11) 16(2a + b)? — 40(2a +b)  12) 0.04a?b? + 0.09a%c?

Exercice B.12.

Former les carrés des polyndmes suivants

a+b+c 5) 3z2 +4zx+3 9) 2® — 5z? —|—2x—|—1
2)a—b+c 6) 22 -5z +1 10) 2 —x — 2% + 322
3a—b—c 7 a?—2x-5 1l)a—-b+c—d
Ha—c+b+d 8) a?—-0>+1  12) 22™FTt — 3™ + 4™~ 1L,

Exercice B.13.

Utiliser les identités remarquables pour effectuer les opérations suivantes
1) (x —5)(z+5) 2) (dz —T)(4x +7)

3) (2% +92)(x® —y?)  4) (Bzy+2)(3wy - 2)

5) (" +y™)(x" —y™)  6) (dz’yz — 7)(7 + da?yz)

7) (x4 y+ 3)? 8) (2x —y — 2)?

9) (3z +2y—1)2 10) (z +1)3

11) (2 — z)? 12) (22 — 1)

13) (22 — 3y)* 14) (z* - y*)°

15) (32" —y")? 16) (2? + %) (2" — 2%y® +y*)
17) (z — 3)(2? 4+ 3z + 9) 18) (z +2) (2% — 2z +4)

19) (z° —y)(2° + 2%y + %) 20) B(z +y) —2)(3(z +y) +2)

Exercice B.14.
Former le terme en 22 de chacune des expressions suivantes
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1) (22 — 3z +2) (2% + ) 4) (22 — 3zy + 2y?) (522 + 22y — Ty?)
2) (22 — ba? + 2z — 4)? 5) (z+y)*(xz —y)?
3) (23 — 222 + 42— 8)(x +2) 6) (2% —ax)? — (2% + azx)?
Exercice B.15.
Pour chacun des polynoémes suivants, effectuer la substitution indiquée
L plz)=a2®+32> —2r+6etx=y—1
2. p(x) =2+ ar’ +br+cetz=y— %
3. px) =2t +42° + 622 +4dr +5et x =y —1

Exercice B.16.
Soit deux applications f et g définies dans R. Déterminer, dans les cas suivants, les applications composées

fof fog,gofetgoy.
1. f:aox—=3zx—letg : x> a2 +1
2. f rx—a2?—2x+2etg : x+>220—3
3. f tax—ax?—letg : x> a?+52-3
4. f tx—ad—2xetg : x> 22 +1

B.0.3 Division des polynémes

Exercice B.17.
Effectuer les divisions suivantes de polynémes. Ecrire le résultat sous les deux formes comme en page 110.

1. (M4 —17):7

2. (5z3 —1522) : (—52)

3. (27z* + 623 — 922) : 322

4. (2aw—bx)

5. (24a32® — 18ax* + 6a2?) : 3ax

6. (=622 — 5z —8): (2x + 1)

7. (223 — 52?2 —4x 4+ 8) : (x — 3)

8. (2% — bz — 2z +24): (z —4)

9. (22 + 32% — 23z — 12) : (22 + 1)

10. (=622 + 132 +5) : (=22 + 5)

11. (92* — 1823 — 522 — 192 + 20) : (32 — 4)
12. (62* +72% — 922 + 52 — 1) : (32 — 1)

13. (23:5—33 223+ 222 +x): (22— 1)

14. (=2 +22% — 722 + 92+ 3) : (22 - 3)

15. (2" =22t — 23+ 22+ +1): (2 - 1)

16. (82°% — 62° — 122" + 927 + 82 — 26z + 15) : (4o — 3)
17. (25— 523 — 52?2 +4x +3) : (22 —22 - 1)
18. (z* — 1023 4 2322 + 10z + 2) : (2% — bz — 1)
19. (2% + (a+b)x +ab) : (z +a)

20. (23 — (@ +b+c)x? + (ab + bc + ac)x — abe) : (x — a)
21. (2* —ax® + (b—1)2® +ax —b) : (22 — 1)

Exercice B.18.
Déterminer le nombre réel a de maniére que le trindme ax? +z — 1 soit divisible par le binome x +2 (sans reste).
Meéme question pour le trinéme z2 + az — 2 et le binéme x + 1.

Exercice B.19.
Montrer qu’il n’existe pas de nombre réel a tel que le polynéme z3 + 222 — ax + 1 soit divisible par le bindme
2
x4 — 1.
Par quelle valeur faut-il remplacer le terme constant (le terme +1 du polynéme) pour qu’une telle valeur de
a existe?
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Exercice B.20.
Pour chacune des fonctions réelles f définies ci-aprés, déterminer les valeurs entiéres positives de la variable x
dont image par f est un entier positif (commencer par modifier I’écriture de f(z) en effectuant la division).

-3
1) fa) =25 ) fla) = 2=
2 _
3 Jw) = =7 9 o) =2
2 3 _ 2
) fa) = ) fla) =

Exercice B.21.

Effectuer les divisions suivantes
1. 322 = (Ba+b—3)r—3a—1b]: (x+1)
2. [222% + x(4a —b) +2a% — ab] : (22 + 2a — b)
3. (6a*™ — — 82a®™ + 81a™ + 36) : (2a™ — 3)
4. (4a2m+4 + 6028 — g?MF2 4 5a?m L — 202™) : (@™ + 2a™).

Exercice B.22.
Les divisions suivantes ne se font pas exactement. Dire quel est le degré maximum du reste, puis effectuer la
division

1. (62° + 5z — 2523 + 3122 — 122 + 5) : (222 — 3z + 2)
2. (1202* + 15423 + 7122 + 142 + 8) : (62 + 5z + 1)
3. (a” —4a5 + 2a® + a* — 3a® +2a — 6) : (a® — 3)
4. (a* — a®b — a®b? — ab® — b*) : (a — 2b)
5. (a® —2a° +a*+2a®+1): (a®+a®—a® +a+1)
Exercice B.23.

Déterminer les coefficients littéraux de maniére que les divisions suivantes s’effectuent sans reste ; écrire ensuite
le quotient

1. (2> +ax+12): (z —3)

2. (2% +azx +15) : (z +3)

3. (3 +ar? +19x —12): (z — 1)

4. (3z* — az® + 822 — 2ax — 20) : (z — 2)

5. (8z* =3z +a): (2x—1)

6. (222 +az?+3x—1): (2z+1)

7. (23 +az? +bx +6): (z—2)(x —3)

8. (4z* + 723 — az? +bx +24) : (x — 2)(x + 4)
9. (z* +ax3+ 322 + 22 +b) : 2(x + 1)

10. (22 =522 +ax+0b): (z —1)2

11. (2% +az® — 92 +b) : (v +1)?

12. (2 +422 +ax+b): (22 +x+1)

13. (4t +az® + T2 + b +3): 222+ +1)

14. (22* — 52% + ax? — 20 +4b) : (222 — 2 — 1)

B.0.4 Fonctions rationnelles

Exercice B.24.
Simplifier les fractions suivantes et les factoriser si possible
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9z2y3 —4a23y
1) 2) 1
3xy 12zy
_15,6,3,2
3) 16zy 2) 152°y°2
2412 —3x2y
6 + 18 7
6) —
5) 3 ) 14z — 21
2702 —
7) 70z - 30z 8) xy
x Tz + Y
2
_ -3
9) T —x 10) 3x Y
Sr 4+ dx — DY
Tx—T7
1) axr + ay 12) T Y
bz + by 8y — 8x
S5zy3 — 5xy w?y® — wy® + a'y?
13) 3, 3 14) 34,2
T2y — TY -y
3 a2 18 - 15
15) T’ —z 16) TYz Ty
3 + 22 12zyz — 10xy
r+4 22 — 92
17) ———— 18
) 2x2 — 32 ) z+y
ot -yt 22 —6z+9
19 20) ————
) x? —y? ) x—3
3 —1 (x+1)3
21) ——— 29) 7
) 22 —1 ) z3 +1
22 2 1— 922
y2 — a2 15zy — by
2 _ 2 b b
%) 256 9 26)35 +(a+bzr+a
2?2 —2x—15 22+ (b+c)x + be
27) 22 —6x+8 28) 23 4622 + 1224+ 8
16 — a2 222 — 8
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 5 6
29) T Y Yz — z 30) T T+
r+y+z 3 — 922 + 27z — 27
31) xt + 2229% + y* 39) —d -2+ +1
ar* + bx* — ay* — by? —xd + a3 —22 41
2 - 223 + 522 + 4 1
33) T —6x + 8 34) z° + 5z + 4o +

3 — 522+ 22+ 8 23+ 322 4+3zx+1

Exercice B.25.
Effectuer les additions ou soustractions suivantes (simplifier le résultat obtenu le cas échéant)
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r x bx 3r 2z bz
HL-_Z422 9) X 2 2%
)2 3+6 )5 15 4
10z 8z 27x ax br cx
) ——+ — + — 4) — — — — —
VR T} ) om B9
T 1 11
5y PEURE
y oz x Yz
T z Tz
7 — — — 8) — — —
)5y 3y )yz Y
1 1 1 3r—2 2x—3 z-1
9) =+ = — — 10 -
):c 2 3 ) 7 6 21
—2rx—5 3x—1 4dxr-1 dr+4 —15z+12 —x—2
W ——"73 2) ==~ %
13)1- 29 23
x4y r+3 x+46
-1 1 1 4 3
15 16 —
)x—l r+3 )x—l J;—2+x—3
— 2 3
1y LY Ty 18) ——— —
r+y T—y 22-1 x+1
8 4 2 -7 4 5
19 - - 20
)332—1 r+1 Qx—l )2x2—32+43x+12+12x—48
r+y 2xy+2y -1
21) — - 5> 22) — —
r—y Tl —y 3—x x?2-9
-5 8 2
23 —
)x2—3x+2+x2+3x+2 2 -1
—12 15 2
24 —
)x2+2m—3+xz+w—6 22— 3z +2
25) x4+ 11 r+5 z+1
22 4+2x -3 x242x—-2 2245x4+6
26) r— 18 z+9 r+ 14
2 —x—-12 2248z +15 22+2-20
2 2422 -1
27) x + _z+2:1: B
4r — 8 6x? — 24
28) rz—1 2 +5
34222 +224+1 -1 —ax3+1
29) —2x% +x + 3y x+1 z—1
2t —202y2 oyt Bt aly —ay? — P 28 — 2ty — ay? + B
30 r—+y xr—+z Y+ z
)22—(x+y)z+a:y y2—xy—yz+wxz a2 —x2—TY+Y=2

Exercice B.26.

Effectuer les multiplications suivantes
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2 1 1
1) - — 2) —3z%. —
)3 4x ) 3z 5%
3) 422 21y? 2) —1523 %
y 2z 4y  3y?
5)ﬁ.§.fx5 6)£2.72I5 v’
7) —1952%y? —42x2> 8) r+2 -1
7122 y3 5x—-2) 6
-1 1 3 3y 8xr—38
g)x _ .x—i— 10) X + y s Y
Y Y 4 3
+ 5y 36 x-—3
11) (22 — 25y%) - — 24 12 .
) (@ =25y7) T )32 6
2 _ 22 1
13) 6x Ty 14) T+ Yy o T+
2 —y?2 2y y — 2xy + 12y x2
15) x2+x+1.x2—1 16) 9.%2—9.’17—54..’172—1
2—-z+1 z+1 224+2x—-3 3r—9
) z? —25 172% — 17z — 34 2 -1 22+ 2z +1
73 +322 + 3z +1 6 — 6z 2243z —10 51z — 255
18) Ty a’® —b? 422 — 16

da—4b 2zy+4y a2+ ab+ b2

19) (1—#)-(1—”3_2)

z—1
z—1 x-3 z+1 x-1
9 _ _
0) (a:+2 a:—l) (a:—l m+3>
4 2 T
21)( + )x Y
rT—y x+vy 3 +vy

zh — gt st + 2%yt +yt z+y
x2+xy+y2 a:3+y3 x2y+y3

5 4 2n 2n+1
— — - +b
23) (:v y) '(b a) 24) <x y) .(a )
a—b y—x a+b y—x

22)

Exercice B.27.
Effectuer les divisions suivantes
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-1 3
1) —:—
)233 8z
26
3) 13: —
x
T+ 14y =7
5) LT L
) 9 3
27322 — 392 39
N —3 T
22—y z—y
9)$2—y2' z—y
x x4y
31 .3
Lty Tty
-y r—y
13) (r—y)?—-22 2—y—2z
(x4+y)2—22 x+y—=z

(E2 —x

2) = —
) 27 15
222 6xz
4) = —
oy Yy
2z oz
y2—ay w—y

6)

2 +6x+8 . 22 +3x—4
14 ' 42

8)

125 — a®
125 + 23

r—>5

10 —_—
) z+5

et —1 B+t +1
v -y PP +2y-3

12)

22— y? + 2yz — 22 z—y+z

r—y—z
1 2 3 11

16) <x+x3x><xzx)
2

2592
¥y oo y oz

20) (22 =52+ 6): [ = —1

) (27 =5z +6): | — —

x4+ 7 1
22) (2% — 22 +4— :
)(gc T erZ) T+ 2

14)

2 — 92 — 2yz — 22

Exercice B.28.

Simplifier les fractions composées suivantes

5 4 3 7
1) s 2) 5 v 4) 6t 1
15 2 2 5
15 21
1 3 2 1
5) 215 6) L5 "1 7 — L
1-2 3-34+L 3+ 2
5 1710 2+
i 2+i
8) 24— m2+1 - 1mT_f
[ s o *‘2+3i% 3732
r_ 1 2 1
Y +1 x—3 x+3
1) 12) T+ s —
Yy x—1 z+1 x+3 x—3
=4z L 1 € _ 4 _¥_
14) T—y IQ—T_;—;/ 15) m;l :rJlrl 16) 2wx Yy — 1-221/
1+ z2—y2 1 + rz—1 2r—y 42y
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T Y 2zy
1y 2 ey 18 :
) 1 1 ) x2—1
[C=mE e S
T—y 1
19) ; =g 20) 3 — 5 5
A 1- 122

\+

z4+3 _ x+3
3 r—2

'r5 r—5
T T 1

%+
2l 42

[\

2) 5

&5-3
»—-w

N7 1\ o1\
21) T+
x—1 1—=x 1+
Exercice B.29.

Soit les deux fonctions rationnelles f et g définies respectivement par

fa)= =" et gla) =211

r—1
Calculer (f o g)(z), (go f)(z), (f o f)(x) et (gog)(z).

Exercice B.30.
On considére un ensemble E d’applications d’une partie de R vers R, muni de la composition des applications.
Démontrer dans chaque cas que la structure (E, o) est un groupe. Est-il abélien ?

1. B = {f07f17f2af3} avec

@) =2, A@)=1, ha)=-z fio)=-1.
2. E={fo, f1, f2, f3, fa, f5} avec
fow) =2, fi) =2 f)=1-2 fie) =,
fae) =T ) =

3. E = {fo, [1, [2, [3, [4, [5, f6, 7} avec

folw) =2, fi@) =5, fol@) = —x, folw) = —,

i) =T B =T el = 2

B.0.5 Factorisation de polyndémes

Exercice B.31.
Décomposer les polynémes suivants en un produit de facteurs a ’aide de mises en évidence

1) 3z + 6y + 12 2) ax + 2ay — az

3) 2523y? — 1022y 4) 18xy322 — 622y>22

5) a(z +y) + bz +y) 6) a(z +y) — (z +y)
7)(z—y) +alz—y) 8) a(z +y) +b(z +y) +c(z +y)
Nalz+y)—z—y 10) z —xy + 5 — by

11) ax + ay + bx + by 12) ax + by — bx — ay

13) (0 - Dy +3) - (1—2) 1) @+y)?+(@+y)@—y)
15) (w+y—2)($+2y+3z) (z—z—y)(z—y—32)

16) 14+ 22 + 23 + 2t + 25 + 2 17) 2" + 2™y

18) 2xny2n + $2nyn 19) m4ny2 _ xBny

20) 3n 2 4l,5ny + x2n+1y3
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Exercice B.32.
Décomposer les polynémes suivants en un produit de facteurs a ’aide des identités remarquables

1) 22 + 10z + 25 2) 22 — 6+ 9
3) 2% + day + 4y? 4) 1 — 4z + 422
5) 2 —x+1 6) 422 + 2z + 1

Exercice B.33.
Mettre en évidence les facteurs communs

1) 10ac? + 15a%¢ 5) (a—b) +z(a— b)

2) 122%y? — 18xy> + 2423y 6) —4dax™ + 286a Zgntl 66a3x”+2

3) 12a2:r3 30a32% + 18ax* 7)) amtny™ — ginymin _ gny2m

) (x—i—y)—l—b(x—i—y) )7xm+3 n— 2+14xmyn+1 +21mm 3yn+4

Exercice B.34.
Décomposer en facteurs par la méthode des identités

1)a®-9 2) b? — a®™ 3) 23y — xy?

4) a? — 16b° 5) a* — 9b? 6) a? — 2522

7) 32a2 — 2b? 8) a?x? — b?x? 9) 422 — 16a?
10) 2b2 2—m?  11) 50z — 292 12) 256x — 64a*
13) a®2? — 8122  14) 162%y* — 121y* 15) zty? — 22y*
16) 3a x—3ax®  17) 150a°b% — 24a%b®  18) 37a r — 333a3x
19) z* — 81 20) 81z* — 625a* 21) 322* — 2a*
22) 3am — 3ay 23) 3x° — 4828 24) pllyt — 25410
25) m3 :I: n? 26) 6zy> + 62 27) 3235 + 243y°
28) 125x 29) 192x6y6 218728 30) a”b — ab”
31) 210 — xyl® 32) a®™ — 9a’my>n 33) 3225 — 243
34) 34323 — 51265 35) 6406 — 1 36) 72945 — 64
37) (a —b)* — 38) (a+b)* — (v —y)°
39) (5a + 2b) (2b — Sa) 40) (z + a)? — (32 — 2a)?
41) (4 — a)? — (4a — z)? 42) (a+b+c)? — (a — 2b— c)?
43) (z+1)* = (z - 1)? 44) (a+0)° + (a —b)°

Exercice B.35.
Décomposer en facteurs par la méthode des groupements

1)a272ab+b2—1 2) a? — y? — 22y — 22

3) a® — b? + 2bc — 4) 22 =2z —y* +1

5) 2% — 4y? +4y—1 6) cy+y+c+1

)43@ + 22 — 992 —3y )c +d d2—c

) — b2+ a’y — 10) 5a —20a — 4

)a —2a3+a—2 )b2 —b2—ay—|—a

13) ax —4da+4 14) 8yt —8y* +y —1

15) 3 +4a:—5 16) 3+6x+7

17) a* + 5a% + 4 )a—2a +1

19) a* + b* + a?b? 20) 4zt + y* +3x

)a — b+ 22 —y 2 2(az — by) )a —b2 c —|—d2—2(ad—bc)
a’ —2a a? +ab+2a 28 — 425 — 225 + 823 + 2% —
3) 2a® — 2a%b — b+2ab® —1v 24 225 4 8z3 24

Exercice B.36.
Décomposer les trindbmes suivants

1) 22 — 8z + 12 8)x2+5:r—14 15) 422 + 2 — 5

2) 22 — 14z + 13 9)x +20x + 19 6) 1122 + 28z — 15

3) 2% — 222 + 85 10) 22 — 42 — 12 7) 62* + 522 + 1

4) 22 —4x -5 11) 222 + 92 + 7 18) 21z* — 822 — 5

5) 2% + 10z + 16 12) 222 — 22 — 24 9) 4522 — 39zy — 6>
6) 22 — 1152 + 1500  13) 622 + 152 + 6 0) 1223 + 34xy + 10y
7) 2% — 4z — 32 14) 2722 — 75z +48  21) 22 + 22y — 3y,

Chapitre I11.4. Equations et inéquations
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&, 7
Q, 191
=, 6
0, 196

)

] <w=z

9
8
4

, 197

2%

A, D
équivalence, 7

addition, 61, voir somme
des entiers naturels, 62
des entiers relatifs, 61
algébre, 52
linéaire, 143
algébre de Boole, 25
algorithme
d’Euclide, 195
axiome
d’extension, 16
de compréhension, 18
de fondement, 19, 27
de I'ensemble des parties, 21
de linfini, 178
de la paire, 23
de la réunion, 24
de remplacement, 28
de sélection, 18
de substitution, 28
des entiers naturels, 178
du choix, 28

base, voir représentation des nombres

Boole, voir algébre de Boole

cardinal

d’un ensemble, 196
complémentaire, 26
conjonction,
corps, 88

des rationnels, 194
couple, 34
croissance

du trinéme du second degré, 162

dénombrable, 196

déterminant, 152

différence, 61
d’ensembles, 27
symétrique, 27

discriminant, 159
disjoints, 23
disjonction, 5

droite réelle achevée, 91

ensemble, 15
des entiers relatifs, 184
des nombres rationnels, 191
fini, 196
ensemble vide, 20
espace vectoriel, 52
exponentielle, 172

facteur, 63

fonction
propositionnelle, 7
exponentielle, 172
logarithme, 172

fraction, 190

groupe, 48
additif
des entiers relatifs, 186
des rationnels, 192
multiplicatif
des rationnels, 194

homomorphisme de groupes, 174
hypothése
du continu, 86

image réciproque, 54
implication, 6
implique, 6

inclus, 17

inclusion, 17
intersection, 22

logarithme, 172
népérien, 173
naturel, 173

lois de Morgan, 26

matrices, 152

module, 51

Morgan, voir lois de Morgan

multiplication, voir produit
des entiers naturels, 61, 63
des entiers relatifs, 61

négation, 4
des quantificateurs, 9
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INDEX

nombre
entier naturel, 177

décimal, 181
hexadécimal, 181

entier relatif, 183 octal, 181

irrationnel, 197

rationnel, 190 terme, 63
nombre complexe, 167 théoréme

notions primitives, 15

de récurrence, 178

transfini, 196
opération trindme

interne, 45
opération interne, 60

Paradoxe
de Russel, 19

du second degré, 158
factorisation du, 161
racine du, 159

signe du, 162

partie, 17 variable, 7
partition, 25 vide, voir ensemble vide

préimage, 54

produit, 61, 63 zéros, voir racines 107

cartésien, 34

des entiers naturels, 63, 180

des entiers relatifs, 187

des rationnels, 193
puissance

du continu, 86

quantificateur, 7
existentiel, 9
universel, 8

quaternions, 88

quotient, 105, voir fraction

régle

des signes, 189
racines

d’un polynéme, 107
relation, 36

de Viéte, 167
relation d’ordre

des entiers naturels, 182
relations de Viéte, 167
représentation

décimale des rationnels, 195
représentation des nombres

entier

base, 181

reste, 105

Sarrus, 152
simplification
des fractions, 192
singleton, 23
somme, 61-63
des entiers naturels, 178
des entiers relatifs, 185
des rationnels, 192
sous-ensemble, voir partie
soustraction, 61
successeur, 178
systeme
binaire, 181
d’équations, 142
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