Algebre lineaire

Guglielmo Pasa

Notes prises durant le cours du
Pr. Boechat

section de Mathématique
Université de Lausanne
(1991-1992)




L’auteur du document ne répond pas d’un usage illicite de ce document qui
est distribué uniquement dans I’espoir qu’il soit utile & quelqu’un.

Le présent cours se veut autant exempt d’erreur que possible, mais,
malgré tout le soin que j’y apporte, des erreurs y sont siirement encore
présentes. Si vous en trouvez, veuillez me les indiquer a 1’adresse
e-mail ci-dessous.

Toute contribution peut étre faite directement a I’auteur a I’adresse

guglielmo.pasa @ gmail.com.

Toute aide financiere peut étre faite en envoyant votre
part au moyen d’un bulletin de versement a :

Pasa Guglielmo
Rte des Cases 17A
CH-1890 St-Maurice.

Dans ce dernier cas veuillez noter une adresse e-mail ou postale

ou il me sera possible de vous communiquer de nouvelles versions de
ce document.

Ce document a été écrit en IATEX en utilisant MikTgX v. 1.08 et
PDFISTEX 0.11, avec les options de AAS-ISTEX.

ii



Table des matieres

[0 Notions préliminaires|
(0.1 Quelques définitions| . . . . . . . . . .. L L
(0.2  généralités|. . . . . . . . . e e e

1 Groupes, Anneaux et Corps|
..............................................
(1.2 Groupes Symetriques| . . . . . . . . . . .ot e e e e e e e
(1.3 Anneaux et COrps| . . . . . . . . o . o e e e e e e
(1.4  Lesnombres complexes|. . . . . . . . . . . . . e
(1.5 Suppléments|. . . . . . . . . L

|2 Espaces Vectoriels|

27 Applications lin€aires| . . . . . . . . ...
2.8 Complément]|. . . . . . . . . . . e e

2.9 Supplément| . . . . . ..

[4.2  PolynOmes|. . . . . . . .
[4.3  Passage aux matrices| . . . . . . . . . ... i e e e e e e e e e e

iii



IS Formes bilinéaires et sesquilinéaires| 49
1 Formes bilinéaires|. . . . . . . . . . . L 49

[5.2  Formes bilinéaires symétriques| . . . . . . . . ... L L 51
B5.2.1 MethodedeJacobll . . . . . . ..o 56

[5.2.2 Meéthode de Lagrange-Gauss| . . . . . . . . . . .. ... ... ... 57

[5.3  Formes sesquilin€éaires et hermitiennes| . . . . . . .. .. ..o Lo oo L 59

|6 Espaces Unitaires| 62
[6.1 Orthogonalité] . . . . . . . . . . . . . e 62

(6.2 Adjonction| . . . . . .. e e e e e e e 68
[6.3 Endomorphismes unitaires, autoadjoints, normaux|. . . . . . ... ... 0oL 68

iv



Chapitre 0

Notions préliminaires

0.1 Quelques définitions

Definition 1 ]

L’ensemble des parties d’un ensemble E, P(E), est I’ensemble de tous les sous-ensembles de E.

On a toujours ) € P(E), E € P(E).

Definition 2

Une partition de E est un ensemble de parties de E deux a deux disjointes, telles que leurs réunion
donne E.

z—‘ Definition 3 )

Une fonction (ou application) f : E — F' est une correspondance qui associe a tout élément x de
un unique élément f(x) de F.
f est dite :
- surjective : si: f(E) = F.
- injective : si: x # 2’ = f(x) # f(2).
- bijective : si : f est injective et surjective.

\ & J

0.2 généralités

Si f est bijective il existe une fonction f~! : ' — E réciproque de f telle que f(f~*(y)) = v pour tout
y € Fet f~(f(z)) = x pourtoutz € E.

L ensemble des fonctions de E dans F se note F(E, F) ou FE. F x ... x F s’identifie avec F'* que I’on
écrit F'™.

Soit A une partie de E et B une partie de F'. Soit encore f une fonction de E vers F'. On appelle 1’image
(directe) de A par f I’ensemble f(A) = {f(x)|x € A}, et’image réciproque de B par f I’ensemble f~1(B) =
{z € E|f(z) € B}.

Un ensemble E est dit fini s’il existe n € N et une bijection f : £ — N,,. Dans ce cas n est unique et est
appelé le cardinal de E, que I’on note : Card(E) = n.



Si f: E— F estune fonction avec Card(E) = Card(F') = n < oo, alors :
f estinjective < f est surjective < f est bijective.

Si E et F sont des ensembles finis, alors :

— Card(E x F) = Card(E) - Card(F)

— Card(FP) = Card(F)CerdE)

— Card(EUF)+ Card(ENF) = Card(E) + Card(F)

f—[ Definition 4 (relation d’équivalence)} N

Une relation binaire R de E X E est une relation d’équivalence si :

— Restréflexive : xRx Vx € E,

— R est symétrique : xRy = yRx Vz,y € E,

— R est transitive : TRy et yRz < TR z.
Dans ce cas ’ensemble [z|r = {y € E|yRx} est appelé la classe d’équivalence de x € E pour R.
L’ensemble % des classes d’équivalence est une partition de E et s’appelle I’ensemble quotient de E
par R. La surjection canonique de E sur Z est z — [z]g.

.

0.3 Notions et résultats divers

Soit * une loi sur E. On dit qu'une partie A C E est stable pour * si x x y € A pour tout z,y € A. La
restriction de * a A définit une loi induite par celle de F.
Si * est une loi associative et si on a des éléments qui commutent alors la composition de ces éléments est

indépendante de leur ordre et de celui des parentheses.
Onditquee € Festneutresizxe =exx =xa Vo € E, e estunique.
On dit que a € E est simplifiable si pour tout ¢,y € F :
T=YSaxr=a%xy<STr*xa=1y*a.
Onditquey € Eestinversedexsizxy =y *xx =e.

Théoreme 0.1

Soit * une loi de composition associative sur F, admettant 1’élément neutre e. Alors :
a) tout élément inversible est simplifiable,
b) pour chaque élément inversible il n’y a qu’un inverse.

Preuve. démonstration. OJ

Théoréme 0.2

Soit * une loi de composition associative sur F/ admettant I’élément neutre e. Si z,y € FE sont
inversibles, alors = * y 1’est égalementeton a: (z xy) =y’ * 2.

Preuve. démo. OJ



Chapitre 1

Groupes, Anneaux et Corps

1.1 Groupes

,—{ Definition 1 (Groupe)}

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition :
- associative,
- admettant un élément neutre,
- telle que tout élément a un inverse.
Si de plus la loi est commutative, le groupe est dit abélien ou commutatif.

.

Remarque 1

On utilise essentiellement deux notations pour la loi d’un groupe :
1) notation multiplicative : (z,y) — xy, I’élément neutre se note alors 1 ou e, et Iinverse de
se note 1.
2) notation additive : (x,y) — = + y, I’élément neutre se note 0, I’inverse de x se note —x et
s’appelle I’opposé de .

La notation additive ne s’utilisera que pour des groupes abéliens.

Théoréeme 1.1

Soit (G un groupe. On a alors :
1) Tout élément € G est simplifiable.
2) Sia,b e G, alors :
a) il existe un unique x € G tel que ax = b,
b) il existe un unique x € G tel que xa = b.

Preuve. 1) Soit x € G, x est inversible et on a, pour a,b € G, si :
) 9 9
T*a=2xxDb,
par composition avec x’, I’inverse de x :

a=exa=('xzx)xa=a"*(x*xa)=12"%(wxb)=(2'xz)xb=exb=0>,



Ainsi :
rxa=x*b=a=0>0.
2) Ona:
ala™'b) = (aa"')b=eb = b,
donc z = a~'b est une solution de az = b.
Si 2’ est tel que ax’ = b, alors ax = ax’, or a est simplifiable, donc :

r=ua.
,—[ Definition 2 (Sous-groupe)}
Soit G un groupe. On appelle sous-groupe de G une partie H de G telle que :

1) ec H,
Q) Ve,ye G:(xr€ Hetye H) = xy € H,
Y VeeG:ze H=z"'cH.
Dans ce cas H est un groupe pour la mé€me loi que G, i.e. pour la loi induite par celle de G.

.

Definition 3

Soient G, G’ deux groupes. On appelle homomorphisme (de groupe) de G dans G’ toute application
f:G — G telle que :
flzy) = f(@)f(y) Va,yeG.

On utilise encore les terminologies suivantes :
— Un homomorphisme (de groupe) bijectif est appelé un isomorphisme (de groupe.)
— Dans ce cas f_1 : G — G est aussi un homomorphisme.
— Un isomorphisme de G dans lui-méme s’appelle un automorphisme de G.
— Deux groupes G et G’ sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de I’un sur I’autre.

,—| Exemple 1

7Z.,Q, R sont des groupes abéliens pour 1’addition usuelle.

R*, Q*, {—1,+1} sont des groupes abéliens pour la multiplication usuelle.

Z.,Q sont des sous-groupes de R pour I’addition.

{=1,+1}, Q* sont des sous-groupes de R* pour la multiplication.

log est un isomorphisme de R” (muni de la multiplication) sur R (muni de I’addition.)

{e}, G sont des sous-groupes de G.

N A LD =

Soit G un groupe et x € G, ’application de Z — G définie par n +— x™ (pour tout n € Z) est
un homomorphisme de groupe (de (Z, +).) C’est I’'unique homomorphisme de Z vers G qui
envoie 1 sur I’élément x.

8. Soit G un groupe abélien et n € Z. L’application de G — G définie par z — x™ (pour tout
x € G) est un homomorphisme de groupe.




9. Soit X un ensemble quelconque. L’ensemble Perm(X) de toutes les permutations (i. e. des
bijections de X sur X) de X est un groupe pour la composition (f,g) — f o g (ou f et
g sont des applications dans X.) L’élément neutre est I’application de X, idx, définie par
idx (z) = x pour tout z € X et I'inverse de f est la permutation réciproque f~!. Ce groupe
(Perm(X), o) n’est pas abélien si Card(X) > 2 ou si X est infini.

Théoreme 1.2 }

Sif:G— G'etg: G — G sont des homomorphismes de groupes alors g o f : G — G” est
encore un homomorphisme de groupe.

Théoréme 1.3 }

Si f : G — G’ est un isomorphisme de groupes alors Si f~! : G’ — G est aussi un isomorphisme
de groupes.

«—[ Théoreme 1.4 }

Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes, alors :
1. fle)=¢.
2. f(z7Y) = f(x) ",V €G.

ol e et e’ sont les éléments neutres de G et G'.

\,

Preuve. 1. f(e)f(e) = f(e-e) = f(e) = f(e)e',d’ou:

2. Soitz € G :
Ainsi :

cardansun groupe : zy = e =y .

)

Théoréeme 1.5 J

Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes.
a) Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G’.
b) Si H' est un sous-groupe de G’, alors f~!(H') est un sous-groupe de G.




Definition 4

Si f : G — G’ est un homomorhisme de groupes, le sous-groupe f~'({e’}) s’appelle le noyau de f
et se note ker f.

Théoréeme 1.6 }

Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes, alors :

ker f = {e} < f estinjective.

Théoreme 1.7 } ]

Si H est un sous-groupe de Z alors il existe n € N tel que : H = nZ.

Definition 5

On appelle congruence sur G. un groupe, toute relation d’équivallence R sur G qui a les propriétés
suivantes :
Ve, o' y,y € G : siaRy, 2Ry, alors: zz'Ryy .

Si ‘R est une congruence, on définit alors sur % la loi de composition :

[z]r[Ylr = [zy]R-

Alors % muni de cette loi est un groupe.

Definition 6

Soit G un groupe, z € G et ¢ : Z — G définie par ¢p(n) = 2" Vn € Z. Alors ¢(Z) = {z"|n €
Z} =< x > est un sous-groupe de G contenant x. On dit que < x > est le sous-engendré par x.

G est dit cyclique s’il existe x € Gtel que : G =< = >.

Si G est un groupe est © € G, on appelle ordre de = le nombre d’éléments de < x >.

[—‘ Exemple 2 )

1.2 Groupes symétriques

Definition 7 ]




Definition 8

Soit n € N. On appelle groupe symétrique de degré n, et on notera Sy, le groupe Perm(N,,). Pour
o € S, on désigne par :

— Fix(0) = {i € N,|o(i) = i} ’ensemble des points fixes par o,

— supp(o) = {i € N,,|o(i) # i} le support de o.

La loi de composition de S, est la composition des applications que 1’on notera toujours multiplicative-
ment.

Definition 9

Deux permutations o, 7 € S,, sont dites disjointes si :

supp(c) Nsupp(7) = 0

Onaalors: o1 = 70.

Théoreme 1.8 } ]

Toute permutation peut s’écrire comme un produit de cycles deux a deux disjoints.

Definition 10

Le cardinal m du support d’une permutation est la longueur du cycle définissant la permutation, on
appelle cette permutation un m-cycle, ou cycle de longueur m.

Les 2-cycles s’appellent aussi transpositions.

Théoreme 1.9 }
Toute permutation ¢ € S, n > 2 est un produit de transpositions. ]

r-‘ Definition 11 N

soit Pr , (0 < k < n), ’ensemble des parties a k éléments de N,,. Si 0 € S,,, n > 2, on définit la
signature de o par :

sign(o) =

[[ 290=c@)_ yp oll)=cG0)

—-J

{ivj}EPQ,n {ivj}ep2,n




Théoreme 1.10 }

Sin>2eto, 7 €S, alors sign(o7) = sign(o)o(7), 1. e. : sign : S,, — R* est un homomorphisme
de groupes.

Lemme 1.11
Soit G un groupe fini et ¢ : G — R* un homomorphisme de groupes, alors : ¢(z) = +1, Vz € G. ]

(.

Corollaire 1.12 } ]

Sin > 2, la signature est un homomorphisme de S,, dans le groupe multiplicatif {—1,1}.

Corollaire 1.13 }

Sin>2eto € S,,ona:sign(o) = (—1)%, ot v est le nombre de paires {i,j} € P2, telles que
2=ol) < 0,i.e.:

(w5

i
v=Card({(i,j) € N, x N,|i < jeto(i) > o(j)}).
Théoréme 1.14 }
SiT € S, (n > 2) est une transposition, alors : sign(7) = —1. ]
Corollaire 1.15 ]
Sio € S, (n > 2) est le produit de m transpositions, alors : sign(o) = (—1)™. ]

Corollaire 1.16 }

SiTi,...,Tm et 7(,...,7/ sont des transpositions telles que 7 ...7,, = 71 ...7], alors m et [ ont
méme parité.

(& w

Definition 12

Si o est un k-cycle, sign(c) = (—1)*"!. Les permutations de signature +1 (resp. —1) sont dites
paires (impaires).

L’ensemble des permutations paires forment le noyau de I’homomorphisme sign : S, — {—1,1}. C’est un
sous-groupe de S,, qui est appelé le groupe alterné de degré n et est noté : Alt ,,.



Ona: |

Card(Alt ) = éCard(Sn) = %

1.3 Anneaux et Corps

r—‘ Definition 13

Un anneau est un ensemble A muni de deux lois (+, -) vérifiants les conditions suivantes :
1. (A,+) estun groupe abélien ;
2. la multiplication est associative et admet un élément neutre : 14 ;

3. la multiplication est distributive. Vz,y € A :
2) a(y +2) = oy + 22,
b) (z+y)z =z2+ yz.

L’anneau est dit commutatif si la multiplication est commutative.

.

,—( Proposition 1.17 }

1) k(xy) = (kx)y = z(ky), Vk € Z, Vx,y € A;

2) Ox =20=0, Vo € A,
(—Dzx=—-2x=12(-1);

3) x(y1++yn) =2y1+ -+ TYn,

<§; ml) éyj - Zn: i%‘yj;

i=1 j=1

. n - n n— u (" n
4) Siay =yz,ona:(z+y)" =) (k>$ky  ob <k> " Kl —k)
k=0 ‘ ‘

r—‘ Definition 14

vocabulaire z € A est dit :
1. nilpotent s’il existe n > 1 tel que z" = 0,
2. idempotent si x> = z,
3. inversible s’il est inversible pour la multiplication,

4. simplifiable s’il est simplifiable pour le multiplication.

Definition 15

Un anneau A est :

1. dit integre si A # {0}, A est commutatif et tout élément non nul est simplifiable,



L 2. un corps si A # {0}, A est commutatif et tout élément non nul est inversible.

Tout corps est integre.

Théoreme 1.18 }

Soit A un anneau integre. Il existe un corps K, dit corps des fractions de A, qui a les propriétés
suivantes :

a) il existe un homomorphisme d’anneau a — a de A dans K,

b) tout x € K, = # 0, peut s’écrire ab~! pour certains a,b € A, avec b # 0.

r—‘ Definition 16

Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B C A telle que :
I.Ve,yeB : z+yeB
2.Vz,yeB : zy € B
3. —1p €B.

r—‘ Definition 17

Soient A et B des anneaux. On appelle homomorphisme d’anneaux toute application f : A — B telle
que :

i
I
f

r+y) = f(z)+ f(y) Vz,y € A,
zy)
(1a)

fx)f(y) Yo,y € A,
1

1.
2.
3.

Definition 18

1

Soit ¢ ’homomorphisme de Z vers A défini par n — n - 14. L’entier n > 0 déterminé par la
condition :
ker ¢ = {m € Z|¢p(m) =0} = nZ
s’appelle la caractéristique de I’anneau A. Si 1, est d’ordre infini, alors n = 0; si 14 est d’ordre
fini, alors n > 0.

.

Théoreme 1.19 }

Si A est un anneau integre, sa caractéristique est un nombre premier ou nul.

1.4 Les nombres complexes

10



Definition 19

L’ensemble de nombres complexes C est I’ensemble R x R muni de 1’addition et de la multiplication

suivantes :
(a,b) + (a', b)) = (a+d',b+ V)

(a,b) - (a’, V') = (ad’ — bV, ab’ + a'b)

En identifiant (a,0) = a € Reten posanti = (0,1), ona:

i) i? = -1,
il) z=(a,b) € Cs’écrit: z = a + bi,a,b € R.
On appelle :

R(z) = ala partie réelle de z,
S(z) = b la partie imaginaire de z,
bi avec b € R un nombre imaginaire pur.

Definition 20

On appelle module d’un nombre complexe z = a + bi, le nombre réel positif ou nul

|z| = Va?+b? e Ry

On vérifie sans peine que

|2+ 2| < 2] +12/],

22| = |2 2],

Definition 21

On appelle conjugué d’un nombre complexe z = a + bi le nombre complexe Z = a — bi.

«—[ Propriété 1.20 }

La conjugaison est un automorphisme de corps de C d’ordre 2. On a :
i) z+2 =2z+7, V2,7 €C,
il) 22/ = 27, Vz,2' € C,
i) Z=2<2z€R
v) z=—z& 2z€iR
v) z=2,VzeC
vi) 1=1.

Definition 22

Soit le nombre complexe défini par z = p(cos(#) + isin(f)) = pcisf, avec p = |z|. 6 est appelé
I’argument de z.

11



Siz=a+biona:

Propriété 1.21 }

22 = pp/(cos(0 +0") +isin(0 + 6')) = pp' cis(6 + ¢').

Théoréeme 1.22 }

Soit n > 1 entier et z = p(cos(6) + isin(6)) # 0. Alors z admet exactement n racines n-iémes dans

C.

1.5 Suppléments

Definition 23

Si f: X — Y, on appelle support de f I’ensemble :
suppf = {z € X | f(z) # 0}.

On note K&X) I’ensemble des applications de X dans K a support fini. K(X) est un sous espace de K¥. Natu-
rellement :
KX = KX < X est fini.

Théoréeme 1.23 } ]

Tout anneau integre fini est un corps.

Definition 24

Soit A un anneau et S C A. On appelle centraliseur de S le sous-anneau de A :
C(S)={aecAlas=saVs € §},

et on appelle centre de A le sous-anneau de A :
Z(A)={acAlab="baVbec A}.

Théoreme 1.24 }
Soit (G, +) un groupe abélien. (End(G), +, o) est un anneau. ]

12



Chapitre 2

Espaces Vectoriels

2.1 Définitions

/-‘ Definition 1 <\

Soit K un corps. Un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel est un groupe abélien V' (que 1’on
notera additivement) muni d’une action de K, i. e.d’une application K x V' — V remplissant les
conditions suivantes :

L. AMpz) = M)z, VA pueKetVereV.

2. lxgz =z, VreV.
3. Mz+y)=dx+ Ay, VAeK Vr,yeV
4. A+ p)x=dx+pux, Y\pekK, VzeV.

Proposition 2.1

1. k(A\z) = (kXN)x = Akx), Vk € Z, VA € K, Vx € V,

2. —(Ax) = (- Nz =A—x), VAeK, Vx eV,

3. SireKetzxeV,ona: \x =0y < (A=0gouz =0y)

4. Sik € Zetx € V,ona: kx = Oy < (x = Oy ou k est un multiple de la caractéristique de K)

Notation et terminologie
1. Soit V un K-espace vectoriel. On appelle les éléments de K des scalaires et les éléments de V' des
vecteurs.

2. Les R-espaces vectoriels sont aussi appelés espaces vectoriels réels et les C-espaces vectoriels espaces
vectoriels complexes.

Exemple 1

1. Sur tout ensemble a un élément il existe une unique structure de K-espace vectoriel.

2. Tout corps K peut étre vu comme un espace vectoriel sur lui-méme. L’action de K étant la
multiplication.

13



10.

. Soit X un ensemble quelconque et K un corps. Alors I’ensemble KX (ou F(X,K)) des

applications de X dans K, est un K-espace vectoriel pour I’addition et I’action de K définie
par les formules suivantes :
i) Si f,g € KX, f+g:X — K est définie par :

(f+9)(x) = f(x) + g(z), VaeX
ii) SiAcKet f € KX, \f : X — K est définie par :

(A)(@) = Mf(z) VoeX

Soit W un K-espace vectoriel et X un ensemble. Alors I’ensemble WX est un K-espace
vectoriel. L’addition et 1’action de K étants définies comme ci-dessus, Vx € X :

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
(Af)() = Af(x).

. (Cas spécial de ) :On prend X = N,,. K¥ devient alors K” = K x - -- x K. L addition et

I’action deviennent :
D (21, 2n) + (W15 ) = (X1 + Y1, -5 T+ Yn)
i) Mzg,...,zn) = (Az1,..., A\xy)
Soient V1, ..., V, des K-espaces vectoriels. Sur le produit cartésien V =V} x --- x V,, on
peut définir une structure de K-espace vectoriel a I’aide des opérations suivantes :
D (21, T0) + W15 ) = (X1 F Y1, T+ Yn),s
i) AMay,...,zn) = (Az1,..., Axy),
Y(x1,. .oy xn), (Y1, -, yn) €V, VA €K

Soit L un corps et K un sous-corps (par exemple L = C et K = R). L peut étre considéré
comme un K-espace vectoriel. L’addition étant celle de LL et ’action de K sur L étant obtenue
en restreignant a K x IL la multiplicationde L x L. — L.

Soit I un corps et K un sous-corps. Tout [L-espace vectoriel V' peut étre vu comme un K-
espace vectoriel comme suit :

— I’addition est celle de V,

— Taction de K sur V' étant obtenue en restreignant a K x V' I’action de IL sur V.

Soit V' un C-espace vectoriel. On définit le conjugué de V, V, de la facon suivante :

— V =V comme ensemble.

— T’addition de V est la méme que celle de V.

— T’action de C sur V est I'application C x V' — V telle que (), z) — Axx est définie par :
Axz=Ar(A€C,x V).

Soit V' un groupe abélien, noté additivement. Supposons qu’il existe un nombre premier p tel

quepr =z +x+---+x = 0 pour tout x € V.1l s’en suit que si k,! € Z sont tels que

p fois
k=1 mod p, alors kx = [z Vx € V. En effet

kx —lz = (k —l)x = (mp)x = m(px) =m0 = 0.

Cela permet de définir une action de p% sur V par laregle (k),x = kz. Comme p est premier,

F, = p% est un corps. On a une action de IF, sur V' qui vérifie tous les axiomes d’espace
vectoriel sur [F;,.
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11. Soit X un ensemble quelconque et soit V' = P(X). On définit une addition sur V' comme
suit. Pour tout A, B € V :

A+ B =(A\B)U (B\A) = AAB

la différence symétrique de A et B.

On vérifie que V' est un groupe abélien pour cette addition. Clairement, pour tout A € V', on
a2A = A+ A = (). Remarquons de plus que () est I’élément neutre de V' pour cette addition.
V' est donc un espace vectoriel sur le corps a deux éléments Fo.

12. Les vecteurs de la géométrie euclidienne en dimension 2 ou 3. Si on introduit un systéme de
coordonnées, ce qui donne une bijection du plan sur R? ou de ’espace sur R? cela permet de
transporter les structures de R-espace vectoriels de R? (resp. R?) en une structure de R-espace
vectoriel du plan (resp. de I’espace).

On représente le vecteur correspondant a (z, y) par le segment orienté OP, ot O est le point
correspondant a (0,0) et P a (z,y). Les opérations d’espace vectoriel correspondant aux
constructions géométriques bien connues.

Definition 2

Soit V' un K-espace vectoriel. On dit qu’une partie W C V est un sous-espace vectoriel si
i) Oy e W
i) Siz,y € Walorsx +ye W
i) Siz € WetA € Kalors Ax € W.

Il est immédiat que W est alors lui-méme un espace vectoriel pour les mémes opérations.

Definition 3

Soit V et W deux K-espaces vectoriels. Une application f : V' — W est une application linéaire si :

i) flx+y) = f(z)+ f(y),Vz,y €V,
i) f(A\z) =Af(z),VAeKetVz e V.

Théoreme 2.2 }

a) Sif:V = Wetg: W — U sont des applications linéaires, alors 1’application go f : V' —
U Dest aussi.

b) Si f : V — W est une application linéaire bijective, alors f~1 : W — V est aussi un
isomorphisme linéaire.

Théoréme 2.3 }

Soit f : V' — W une application linéaire, alors :
a) Si U est un sous-espace vectoriel de V, alors f(U) est un sous-espace vectoriel de W.
b) Si U est un sous-espace vectoriel de W, alors f~1(U) est un sous-espace vectoriel de V.
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Théoréme 2.4 }

L’ensemble des applications linéaires de V' dans TV est un sous-espace vectoriel de F(V, W), que
I’on note L(V, W).

r-‘ Definition 4 \

Soit f : V' — W une application linéaire. On appelle respectivement la noyau de f et I’image de f
les ensembles :

ker f = {z € V|f(z) = 0w} = f ' ({0w}),
imf = {y € W3z € V tq f(z) = y} = (V).

\ J/

Ce sont des sous-espaces vectoriels. Clairement f est surjective si et seulement si imf = W.

Théoreme 2.5 }

Soit f : V. — W une application linéaire, alors :

f estinjective < ker f = {0}.

Théoréeme 2.6 }

Si (Ua)aeca est une famille de sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel V, alors [ U, est
acA
encore un sous-espace vectoriel de V'

Par convention, si A = () onpose: (| U, =V.
acA

Definition 5

Soit V un K-espace vectoriel et A, B C V. On définit :

A+B={z+ylr € Aety € B}.

Théoreme 2.7 }

Si V1, Vs sont des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel V', alors V; + vy est aussi un
sous-espace vectoriel de V.
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)

Théoreme 2.8 (modularité) )

Soient W1, Wy, F' des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel V. Si W C Wy, alors :

WQﬂ(Wl—i-F):Wl—i-(WQﬂF).

Corollaire 2.9 }

Soient Wy, Wa, F' des sous-espaces vectoriels d’un K-espace V. On suppose que W7 C Wa, Wi N
F=WynNnFetW;+F =Wsy+ F,alors: W, = Whs.

Definition 6

Soient V un K-espace vectoriel et S C V. L'intersection de tous les sous-espaces vectoriels qui
contiennent S est un sous-espace vectoriel de V' que 1’on note vect(S), et que 1’on appelle le sous-
espace vectoriel engendré par S. Clairement vect(.S) est le plus petit de tous les sous-espaces vecto-
riels de V' qui contiennent S.

f-‘ Definition 7

Soient V un K-espace vectoriel et S C V.L’élément x € V est une combinaison linéaire des éléments
de S, s’il existe x1,...,x, € Set Aq,..., A\, € Ktels que:

n
x:)\lfpl"‘""i‘)\nl‘nzz/\ixi-

i=1

.

Par convention, sin =0, > ; A\jz; = 0.

Théoréme 2.10 }

Si V est un K-espace vectoriel et S C V/, alors vect(S) est I’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires des éléments de .S.

2.2 Sommes directe et Projecteurs

r-{ Théoreme 2.11 }

Soient V7, ..., V, des sous-espaces d’un K-espace vectoriel V. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
1. Pour tout choixde x1 € Vi,...,x, € V,,,ona:
x1++$y:0<:>x1::xn:()
2. Pourchaque z € Vi +---+wv,, lesvecteursx; € Vi,...,x, € V,, telsquez;+---+x, =2
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sont uniques.
3. Pourchaquei=1,...,n,ona: V;N (3, V;) = {0}
4. Popur chaquei =1,...,n—1,ona: (Vi +---+V;) N Vi;1 = {0}.

Definition 8

Si ’'une (donc les autres aussi) des conditions du théoréme est remplie, on dit que les sous-espaces
Vi, ..., V, sont indépendants ou que la somme V; + - - - + V,, est une somme directe. On écrite alors :

i - @V,

r—‘ Definition 9 \

a) Soit V un K-espace vectoriel. On appelle projecteur de V' tout endomorphisme linéaire p de
Vtel que p?> = p - p = p.

b) Soient W7y, W5 des sous-espaces vectoriels de V tels que : V. = W @ Wy = V. L’application
p: V. — V définie par p(z1 + z2) = x1, Vo1 € Wi, Yo € Wy s’appelle la projection de V
sur Wy le long de Ws.

r-[ Théoreme 2.12 } <

Soit V un K-espace vectoriel.
a) Si Wy et W5 sont des sous-espaces de V' tels que V = Wy & W, et si p est la projection de V'
sur Wy le long de W5, alors :

1. pest un projecteur de V,
2. kerp = Wa,
3. imp = Wh.
b) Soit p un projecteur de V. Posons W71 = imp et Wy = ker p, alors :
1. V=W & Ws,
2. pest la projection sur W le long de W5.

r—{ Théoréeme 2.13 } N

Soit V' un K-espace vectoriel et n > 2 un entier.

a) Soient Wy,..., W, des sous-espaces de V tels que V = W; & --- & W,,. Pour chaque
i=1,...,n,ona:V =W;® (3, W;). On peut définir p; la projection de V sur W; le
long de > oy W;). Alors les p; sont des projecteurs tels que :

1. Z?:l Pi = idv,
2. pour tout choix de ¢, j € Ny, tel que @ # j, ona: p;p; = 0.
b) Soient pi,...,p, des projecteurs de V tels que > ", p; = idy et p;p; = 0 toutes les fois
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que ¢ # j. Pour chaque i = 1,...,n, posons W; = imp;. On a alors :
LV=W& - W,
2. pour chaque i = 1,...,n, p; est la projection de V' sur W, le long de Z#i W;.

Definition 10

Soient V un K-espace vectoriel et W un sous-espace de V. On appelle sous-espace supplémentaire
de W dans V tout sous-espace vectoriel £ de V telque V = W @ E. i.e. ENW = {0} et
W+ E=V)

Théoreme 2.14 }

Soient W, E1, Eo des sous-espaces vectorielsde V telsque V =W @& E; = W & Es, alors E; et F
sont isomorphes.

2.3 Dimension

Definition 11

Soit V' un K-espace vectoriel et W un sous-espace. On dit que W est un hyperplande V si W # V
et si, pour tout sous-espace U de V telque W C U C V, on a forcémentU =V ouU = W.

r-[ Théoréme 2.15 } N

Soit W un sous-espace d’un K-espace vectoriel V' tel que W £ V. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. W estun hyperplan de V.
2.VeeV\W,ona:V =W + Kz.
3. VeeV\W,ona:V =W & Kuz.
4. Iz eV telque: V =W + Kz.
5.z eV telque: V =W ¢ Kz.

r—l Lemme 2.16 D

Soient Wy, Wo, F' des sous-espaces d’un K-espace vectoriel V' tels que W1 C Ws. On suppose que
W1 est un hyperplan de Ws. Alors on a une des deux propositions suivantes :

1. Wi N Festun hyperplande Wo N Fet Wy + F = Wy + F.
2. W1+ Festun hyperplande Wo 4+ Fet Wi N F = Wy N F.
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Definition 12

Soit W un sous-espace d’un K-espace vectoriel de V. On appelle drapeau (linéaire) joignant W a V'
toute suite W = Wy C Wy C --- C W,,_1 C W,, = V de sous-espaces de V' tels que pour chaque
1 =1,...,n W;_; soit un hyperplan de W;. n est appelé la longueur du drapeau.

On dit que W est de codimension finie dans V' s’il existe un drapeau joignant W a V.

Théoreme 2.17 (Complétion des drapeaux)}

Soit W un sous-espace de codimension finie dans V. Alors toute suit de sous-espaces W = Ey C
Ey C - C E,, =V peutétre complétée en un drapeau joignant W a V' en ajoutant des sous-espaces
intermédiaires.

Théoréeme 2.18 }

Soit W un sous-espace d’un K-espace vectoriel V. Deux drapeaux joignant W a V' ont la méme
longueur.

Definition 13

Si W est un sous-espace de codimension finie dans V, la codimension de W dans V' est la longueur
de n’importe quel drapeau joignant W a V, on la note : codim(W, V).

W est dit de dimension finie si {0} est de codimension finie dans W. Dans ce cas on appelle
dimension de w la codimension de {0} dans W; on la note : dim(W).

S’il n’y a pas d’incertitude sur V, on écrit simplement codim (W) au lieu de codim(W, V).

f-[ Théoreme 2.19 }

Soient W1 C Wy, E des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V. Alors W7 est de codimen-
sion finie dans W si et seulement si W7 + E est de codimension finie dans Wy + E et W1 N E est
de codimension finie dans W5 N E. Sic’estle cason a :

codim(Wh, Wa) = codim(W; + E, Ws + E) + codim(W; N E, Wy N E).

Corollaire 2.20 }

Soient Uy C Uy C Us des sous-espaces vectoriels de V. Alors U; est de codimension finie dans Uj
si et seulement si U; est de codimension finie dans Us et Us est de codimension finie dans Us. Dans
cecasona:

codim (U, Us) = codim (U, Us) + codim(Us, Us).
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Corollaire 2.21 }

Soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors V' est de dimension finie si et seulement si W est a la
fois de dimension finie et de codimension finie et on a alors :

dimV = dim W + codimW.

r—[ Théoréeme 2.22 }

Soient W1 C Wa et Vi C V5 des sous-espaces de V. Alors W est de codimension finie dans Wy
et V1 dans V5 si et seulement si W7 N V; est de codimension finie dans Wy N V5 et W7 + V3 dans
Ws + V5 et alors :

codim(Wy, Wa) + codim(V7, Va) = codim(W; N Vi, Wa N Vo) + codim(Wy + Vi, Wy + Va).

Corollaire 2.23 }

Soient E, I des sous-espaces vectoriels d’un espace V. Si E et I sont de dimension finie, alors £+ F
et £ N I sont de dimension finie et on a :

dim E 4+ dim F = dim(F + F) + dim(E N F).

Corollaire 2.24 }

Soient F/, I’ des sous-espaces vectoriels d’un espace V. Si E et F' sont de codimension finie, alors
EF+ FetENFaussietona:

codimF + codimF' = codim(E + F') 4+ codim(E N F).

Corollaire 2.25 }

Soient E, F' des sous-espace d’un espace V. Si E est de dimension finie et F' de codimension finie
alors £ N F est de dimension finie et E¥ 4+ F' de codimension finie et on a :

dim E + codim(EF + F') = dim(E N F') 4+ codimF.

Definition 14

Soit V' un K-espace vectoriel. On dit qu’une partie A C V, finie, est libre, ou linéairement indé-
pendante, si I'unique famille (\;)qec4 de scalaires pour laquelle > acA a0 = 0 est la famille nulle
(Aa=0,Va € A)
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,—[ Proposition 2.26 } N

1. 0 est libre.

2. Si A est libre, alors B C A est libre aussi.
3. Si Aestlibre 0 & A.
4

. Si A est finie et non vide, dire que A est libre revient a dire que 0 ¢ A et vect(A) =

Doca Ka.

5. Si A est finie et non vide, dire que A est libre revient a dire que si x1, ..., x, est la liste
des éléments de A et V; = vect(x1,...,2;) pouri = 1,...,n,alors Vi C --- C V, estun
drapeau.

\, J
Corollaire 2.27 |

Si V est un espace de dimension finie n, alors toute partie libre a au plus n éléments et il existe au
moins une partie libre a n éléments. Si V' n’est pas de dimension finie, alors pour tout entier m il
existe une partie libre a m éléments.

Definition 15
Soit V' un K-espace vectoriel. On dit que A C V est libre si toute partie finie de A est libre. ]

Definition 16 ]

Soit V un K-espace vectoriel. On dit que B C V est une base si B est libre et si V' = vect(B).

Théoréeme 2.28 }

Dans un espace vectoriel V' de dimension finie n, il existe des bases et toutes les bases de V' ont
exactement n éléments.

Théoreme 2.29 }

Dans un espace vectoriel de dimension finie n, si S est une partie génératrice et si L est une partie
libre, on peut compléter L en une base en lui adjoignant des éléments de S.

Théoréme 2.30 }
Soi B = {x1,...,z,} une base de V, un K-espace vectoriel. L’application ¢ : K™ — V définie par
(A1ye oy An) = D0 N, V(A1 ..., Ay) € K™ est un isomorphisme.
En particulier, pour tout x € V/ il existe une unique suite Ay, ..., A, de scalaires telle que © =
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[ Ax1+- -+ ApZy. Onditque Mg, . . ., Ay, sont les composantes ou les coordonnées de x relativement J
a la base B.

r—[ Théoreme 2.31 } N
Soit B = {x1, ..., x,} une base de K-espace vectoriel V. Soit W un K-espace vectoriel et yi, ..., y, €
w.

Alors il existe une et une seule application linéaire f : V' — W telle que f(x;) = y; pour chaque
1=1,...,n.

“En d’autres termes, I’application £(V, W) — WP définie par f = f|p est un isomorphisme
linéaire.)

Corollaire 2.32 }

Soient V, W deux K-espaces vectoriels. Supposons V' de dimension finie n. Alors W est isomorphe
a V siet seulement si dim W = n.

,—[ Théoréme 2.33 ] .

Soit W un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel V. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. codim(W,V) < oo.

2. W admet un supplémentaire U de dimension finie et dans ce cas : dim U = codim (W, V).

Corollaire 2.34 }

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors tout sous-espace W de V' admet un supplémen-

taire U et :
dimU +dimW = dim V.

On dit qu’une application linéaire f : V' — W est de rang fini si im f est de dimension finie et dans
ce cas on appelle rang de fle nombre :

rangf = dim(imf).

Théoreme 2.35 (Théoréeme du rang)}

Soit f : V' — W une application linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f estde rang fini.

Definition 17 }
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2. ker f est de codimension finie dans V.

Si ces conditions sont remplies on a :

rang f = codim(ker f).

Théoréme 2.36 (Petit théoréme du rang)}

Soit f : V' — W une application linéaire, on suppose dim V' < oco. Alors f est de rang fini et :

rang f + dim(ker f) = dim V.

Corollaire 2.37 }

Soient V, W deux espaces vectoriels tels que dim V = dimW < ocoet f : V — W une application
linéaire. Alors :
f injective < f surjective.

2.4 Dualité

Definition 18
Si V est un K-espace vectoriel, on appelle dual de V 1’espace vectoriel V#* = L(V, K). ]

r—‘ Definition 19 \

eﬁ e e# € V7 définis par

0i#j
ef (ej) = 35 :{ :

li=j

est la base duale de labase ey, ...,e, de V.
\ J

Théoréeme 2.38 }

Si V est de dimension finie, alors V# aussi et :

dim V# = dim V.

Definition 20
Soit S C V. On appelle espace des équations linéaires de S ou espace orthogonal absolu de S dans 1
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V le sous-espace S° de V7 défini par :

S0 = {p e V#|¢(z) =0, Vz € S}
= {¢ € V#|S C ker ¢}.

1. S0 = vect(9)".
2. 51C52=>SSCS?.
3. (Sl U 52)0 = S(l] N Sg

Definition 21

Soit S C V#. On appelle espace des solutions de S dans V' le sous-espace Sy de V défini par :

Proposition 2.39 } }

So={z e V|p(z) =0V¢ € S}.

,—{ Proposition 2.40 } N

1. Sy = vect(S)o.

2. 81 C Sy = (S2)0 C (51)o-

3. (51U S2)0 = (S1)0 N (S2)o-

4. SiS C V,alors S C (8%, etsiT C V#, alors T C (Tp)°.

r—[ Théoréeme 2.41 } N

Soit V un K-espace vectoriel, £’ I’ensemble des sous-espace de codimension finie de V, € I’ensemble
des sous-espaces de dimension finie de V#.
L application W s W9 est une bijection de £’ sur £ dont la réciproque est W’ — W{. De plus,
ona:
dim W0 = codimW, VW €&’

Definition 22

Soit o : V' — W une application linéaire. On définit I’application duale de o par : o : W# — V#
oll o (¢) = poa, Vo € W,

Clairement o7 est linéaire.
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,—[ Proposition 2.42 }

1. Sia: V= WetB: W — U, alors : (Ba)? = a¥ 7.

2. (idy)# = idy .

3. Sia: V — W est un isomorphisme, alors o aussietona: (o)™t = (a~1)#.
4. ker o = im(a)°.

]

Théoréme 2.43 ]

Soit o : V' — W une application linéaire. On suppose dim W < oo. Alors :

rang a’ = rang o.

Lemme 2.44

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit 2 € V non nul. Alors il existe ¢ € V7 telle
que :

o(x) # 0.

]

Théoréeme 2.45 )

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. Si # € V on lui associe # € V## de la fagon

suivante & : V# — K, ol 2(¢) = ¢(z). Alors I’application x + & est un isomorphisme de V' sur
VH#HH#.

|
|
|

2.5 Algebres

r-‘ Definition 23

Une algebre sur un corps K ou K-algebre est un K-espace vectoriel A muni d’une deuxieme loi de
composition, notée multiplicativement, telle que A muni de 1’addition et de la multiplication soit un
anneau et vérifiant la condition :

AMzy) = (Ax)y =z(Ay) YA e K Vz,y € A.

r-‘ Definition 24

Un partie B C A est une sous-algebre de A si B est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-
anneau de A. B remplit alors les conditions suivantes :

1. Siz,y e B alors: z +y € B.
2. Six,y € B, alors : zy € B.
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3. SidxeKetxz € B, alors: Az € B.
4, 15 € B.

r—‘ Definition 25

Si A et B sont des K-algebres, une application f : A — B est dite homomorphisme de K-algébres si
f est ala fois une application linéaire et un homomorphisme d’anneau, soit si Vz,y € A etV € K :

L flz+y) = f(z)+ f(y)
2. f(zy) = f(z)f(y)

3. f(Az) = Af(2)

4. f(1a) = 1p.

Definition 26

1

On appelle algébre des polynémes & une variable a coefficients dans K I'espace K& vu comme
K-espace vectoriel, muni du produit suivant :

(an)n>0(bn)n>0 = (¢n)n>0,

ou: ¢, = agby, +a1b,_1 + -+ apby = Z aibj.
i+j=n

Théoreme 2.46 }

Soit K un corps. Il existe une K-algébre A contenant un élément ¢, telle que 1 = t°,¢,¢2,. .. est une
base (infinie.) Cette algébre sera notée K[t] et appelée 1’algébre des polynémes a une indéterminée
sur le corps K. L’élément ¢ s’appelle 1’indéterminée et les éléments de K[t] s’appellent polynomes.

,—[ Proposition 2.47 }
1. Siag,...,a, € K, alors :
n .
Zaitlzoﬁagz---:anzo.
i=0
2. Si f € K[t], f # 0, alors il existe un entier n > 0 unique et des ay, . . ., a, € K uniques tels

que: f =", a;it' etay, #0.
f estdit de degré n et a,, s’appelle le coefficient dominant de f :

dom(f) = a deg(f) = n
dom(0) =0 deg(0) = —oo (par convention).
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Definition 27 ]

Un polyndme f € K[t] est dit unitaire si dom(f) = 1.

Théoréeme 2.48 }

Soit A une K-algebre et o € A. 1l existe un unique homomorphisme d’algebre K[t] — A qui envoie
I’élément ¢ de K[¢t] sur I’élément o de K.

Definition 28

Soit f € KI[t] définie par f = Y7 ,a;t’. On appelle valeur de f en o 'expression f(a) =
Y paiat ot € A, une K-algebre.

2.6 Matrices

Definition 29

Soit Kun corps, n > 1, m > 1. Les éléments du K-espace vectoriel K'N,, x N,,, s’appellent matrices
n x m a coefficients dans K.
Cet espace se notera M, (K).

Si A € My, xm(K), par définition :

A:N, xN,, - K
(4,5) = A(i, 7).

A(i, j) est le corfficient de la i-¢ ligne et j-¢ colonne de A.
La j-¢ colonne de A se note cj(A) € Myx1(K).
La i-¢ ligne de A se note [;(A) € Mxm(K).
SiAg,..., A, € Konnote :

A1 0
diag(A1, ..., Ap) =
0 An
On note I,, € M, (K) la matrice-unité diag(1,...,1).
pe
n 1018

Definition 30

Si A= (aij) € Mpxm(K) et B = (b;j) € Mpxp(K) on définit le produit AB = (¢;5) € Mpxp(K)
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par la regle :

,—[ Proposition 2.49 }

Pour tout A € K, A, Ay, Ay € Myxm(K), B, By, By € Mp,»p(K), C € Myyq(K)ona:
1. (AB)C = A(BC)
2. (A1 +A)B=AB+ AyB
3. A(B1 + By) = ABy + ABy
4
5

. MAB) = (AM)B = A(\B)
I, A= AL, = A
Sin = m = p, alors M, (K) est une K-algebre.

\,

Definition 31

Si A = (aij) € Myuxm(K), on définit la transposée de A par la matrice A" = (b;;) € My xn(K),
ou :

,—[ Proposition 2.50 }

SiA, A" € Myym(K),B € Mp,xp(K),A € Kona:
1. (A+ At = At + A"
2. (ZNA)E = )\A
3. (AN =

4. (AB)t = BUllt

A+ A! est un isomorphisme d’espace vectoriel de My, ., (K) — My, 5, (K).

\,

r-‘ Definition 32

Si A = (aij) € M,(K), on définit la trace de A par :

n
= E @i -
i=1

tr (A) € K.
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,—[ Proposition 2.51 } N

1. tr (A+ B) = tr (A) + tr (B), VA, B € My (K).
2. tr (M) = Atr (A), VA € K, VA € M, (K).
3. tr (AY) = tr (A), VA € M, (K).
4

. tr (AB) =tr (BA),VA € My,,xm(K),VB € My, xn(K).
tr : M, (K) — K est linéaire.

Definition 33

On dit que A € M,,(K) est inversible s’il existe B € M, (K) telle que AB = BA = I,,.
Si c’est le cas, B est unique, se note A~! et s’appelle I’inverse de A.

Notation 1

On note GL,(K) I’ensemble des éléments inversibles de M, (K). GL, (K) est un groupe pour la
multiplication matricielle. On I’appelle le groupe linéaire général (General Linear group.)

Théoreme 2.52 }
Si A € GL,(K), alors A € GL,(K) et (A1)~! = (A1), ]

Théoreme 2.53 }

Soit A € M,,(K). On suppose qu’il existe B € M, (K) telle que AB = I,,. Alors BA = I,,. Donc
AeGL,(K)etB=A"!

2.7 Applications linéaires

Definition 34

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie. Une base ordonnée de V est une base munie
d’un ordre total. Cela revient a donner une numérotation des éléments de la base. On note B =
(e1,...,epn),sidimV =n.

Notation 2

A la base ordonnée B = (ey,...,e,) de V correspond un isomorphisme V = K et on a z =

o xie.
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On notera :

MB(:L’) = (a:l, ... ,.’L‘n) S Mlxn(K)

MB@z)=| : | € Mp(K).
Clairement : MB(z) = (Mp(z))t.

Sia : V — V' linéaire, on note M, BB'(a) la matrice de « relative aux bases ordonnées B et 5'.
/
Ona Mg (o) = (aij) € Myxm(K), avec :

m
alej) = Zaije; j=1,...,n.
i=1

Théoreme 2.54 }

Si B (resp. B') est une base ordonnée de V' (resp. V') I’application o —> M g' () est un isomorphisme
linéaire de L(V, V') sur M, xm (K).

Théoréme 2.55 ]

Soient B, B’, B” des bases ordonnées de V, V', V" respectivement et soient o : V — Vet B: V' —
V" deux applications linéaires. On a :

ME"(Boa) = ME (B)ME ().

,—[ Théoreme 2.56 }

Soient B = (e1,...,e,) et B = (€),...,e},) des bases ordonnées de V et V' respectivement. Soient
B# = (ef&, el et B = (e'l#, ..., ) les bases ordonnées duales de V# et V'#.
Soit a : V' — V' une application linéaire. On a :

,—[ Propriété 2.57 }

Soient V, V' des K-espaces vectoriels de dimension finie n. Soient B, 8" des bases ordonnées de
V,V'eta : V — V' linéaire.
Alors « est un isomorphisme si et seulement si M5 (a) € GL,,(K) et dans ce cason a :

ME (@) = ME ().
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,—[ Propriété 2.58 } N\

Soit V un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B une base ordonnée de V.
a) La correspondance B’ — M, E/ (idy ) est une bijection de ’ensemble de toutes les bases or-
données de V' sur GL,,(K).
b) La correspondance B’ — M E’ (idy) est une bijection de I’ensemble de toutes les bases or-
données de V' dans GL,,(K).

Definition 35

Soit A = (a;j) € Myxm(K). Le rang de A, noté rang(A), est la dimension du sous-espace vectoriel
de M,,«1(K) engendré par les colonnes c;(A), ..., ¢y (A) de A.
En d’autres termes rang(A) est le nombre maximum de colonnes linéairement indépendantes.

Propriété 2.59 )

respectivement et A = MJ (). Alors :

rang A = rang a.

Théoréme 2.60 }

Soit A € M,,xm (K). Alors rang(A) est :
— la dimension du sous-espace vectoriel de M, (K) engendré par les lignes de A.

)
Soit V, V' des K-espaces vectoriels de dimension finie n et m et B, B’ des bases ordonnées de V, V'
— le nombre maximum de lignes linéairement indépendantes. ]

Théoréeme 2.61 }

Toute matrice A € M, (K) peut étre transformée en une matrice échelonnée réduite par une suite
(finie) d’opérations élémentaires sur les lignes.

Definition 36

Deux matrices A, B € M, (K) sont dites équivalentes (ou associées) s’il existe des matrices
P € GL,(K) et Q € GL,,,(K) telles que B = PAQ.
On écrit alors A ~ B. ~ est une relation d’équivalence.
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r‘[ Théoreme 2.62 } .

Soit V, V' deux K-espaces vectoriels de dimension finie m, n respectivement et 51, 5] des bases

/
ordonnées de V, V' repsectivement. Soit encore v : V' — V' linéaire et A = M gll () € Mpxm(K).
Enfin soit B € M, (K). Il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. A~ B.

/
2. il existe des bases ordonnées Bs, B3, de V, V' respectivement telles que B = M, 522 ().

Théoreme 2.63 }

Soit A € My, xm (K) de rang r. Alors :

Corollaire 2.64 }

Soient A, B € M, xm(K). Alors :

A ~ B < rang A = rang B.

2.8 Complément

2.8.1 Partition des matrices
Notation

On note P, , I’ensemble de toutes les parties a r éléments de N,,. Si & € P,.,,, onnote (1) < --- < a(r)
les r éléments de «, par ordre croissant.

Soit A = (aij) € Mpxm(K), @ € Pryn, B8 € Psm. On note A, 3] € M,»(K) la matrice dont le
coefficient d’indice (kl) est aary,pa) 1<k <, 1 <1< s).

On note aussi A(a, 8) la matrice Ao, 8] ot o (resp. 5) désigne le complémentaire de « (resp. 3) dans
N,, (resp. N;,).

Les matrices de la forme A[a, (] sont des sous- matrices de A.

Soit des partitions ordonnées o = (v, ..., ) de N, et 8 = (f51,...,0s) de Ny,. On a alors la partition,
en sous-matrices, en matrices blocs : N

A= (Aloy, Bj]) 1<i<r-
1<5<s

Multiplication

Soient A € Myyxm(K), B € Myyxp(K),C = AB € Myyp(K) eta = (a1,...,0;), 8= (B1,...,0), et
V= (71, -+ .,7) des partitions de N,,, N, et N, et soit :

A = (Aloy, Bj))1<i<r, B = (B[Bj,W])i<j<s, C = (Clou,v])1<i<r,
1<55<s 1<k<t 1<k<t
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alors :

Clai,w) = Ale, Bj1BIBj, )

=1

2.9 Supplément

Théoréme 2.65 }

Soient Vi, V5 des espaces vectoriels f € L(V1, Va) et W un sous-espace de V5. Alors :

FHfW)) =W +ker f

r—[ Théoréeme 2.66 }

Soient V, W des espaces vectoriels, S, T C Vet f € L(V, W), alors :
1. vect(SUT) = vect S + vect T.
2. Si V4, V; sont des sous-espaces de V' : vect(V; U Vo) = Vi + Va.
3. vect f(S) = f(vect S).

,—[ Théoreme 2.67 }

Soient V, W deux espaces vectoriels et f € L(V, W), alors :
a) SiV; C V5 sont des sous-espaces de V' :

codim(Vy + ker f,Va +ker f) = codim(f(V1), f(V2)).

b) Si W; C W5 sont des sous-espaces de W, alors :

codim(Wy Nim f, Wp Nim f) = codim(f~1(Wy), f~1(W3)).

Definition 37

Soient V, W deux espaces vectoriels et f € L(V, W). On dit que f est de Fredholm si ker f est de
dimension finie et im f de codimension finie. On définit alors I’indice de Fredholm de f par :

ind f = dim(ker f) — codim(im f).

Théoreme 2.68 }

Soient V' et W deux espaces vectoriels de dimension finie et f € £(V, W) de Fredholm, alors :
a) ind f =dim V —dim W.
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b) Si f, g sont de Fredholm, alors g o f aussi et :

indgo f =ind f+ € g.

Théoreme 2.69 }

Soient V, W deux espaces vectoriels et f € £(V, W) de Fredholm. Soit f# € L(W#, V#), alors :
a) im f# = (ker f)°.
b) f# est de Fredholm.
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Chapitre 3

Déterminants

3.1 Formes multilinéaires alternées

Definition 1

Soient V1, ..., V,, et W des K-espaces vectoriels. Une application f : V} x --- x V,, — W est dite
multilinéaire si pour tout choix d’un ¢ € N,, et tout chois d’éléments a; € V; pour chaque j € N,,,
sauf j = ¢, ’application V; — W définie par x — f(ai,...,a;—1,2,ait1,...,a,) est linéaire.

On désigne par L(V1, ..., V,; W) I’ensemble des applications multilinéaires de V; x - - - x V;, dans W. On vérifie
que L(Vi,. .., Vy; W) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel F(Vy x - - x Vi,; W) = WVixxVa,
Lorsque n = 2 on dit que f est bilinéaire, sin = 2 on dit que f est trilinéaire, etc. .

Remarque 1

Il ne faut pas confondre f : V4 x Vo — W multilinéaire (i. e. telle que f(z1 + y1, 22 + y2) =
f(z1,22) + f(x1,92) + f(y1,22) + f(y1,y2) ) avec linéaire (i. e. telle que f(x1 + y1, 22 + y2) =
f(@1,22) + f(y1,92))

Exemple 1

Si V est un espace vectoriel sur K, I’application V x V# — K définie par (z,¢) — ¢(x) est
bilinéaire.

Exemple 2 ]

L application M, (K) X My, xp(K) = My x,p(K) définie par (A, B) — AB est multilinéaire.

Exemple 3

On peut définir une K-algebre A de la maniere (équivallente a celle donnée dans le cours) suivante :
c’est un K-espace vectoriel A muni d’une multiplication A x A — A, (x,y) — zy, associative,
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L admettant un élément neutre et bilinéaire. J

,—{ Exemple 4 (Le produit vectoriel)} N

Si K est un corps, alors I’application K? x K3 — K2 définie par :

((37172117 Zl)a (9627927 Z2)> = (Y122 — Yo21, 21%2 — 2201, T1Y2 — 332y1)7

est bilinéaire. Lorsque K = R et R? sont les coordonnées de 1’espace euclidien de dimension 3
relativement a une base orthonormée orientée positivement, alors on retrouve le produit vectoriel de
la géométrie élémentaire.

\, J

Formule générale

Si f: V3 x---xV, - W est multilinéaire, alors on a, pour tout choix d’éléments l’gi), 7(7?(1) eV;
(1 <i < n)etdescalaires \; ; € K (1 <j <m(i)etl <i<n),laformule:

m(1) m(1)  m(n)
1
FO- Mg, Z Angui )= D D Mg Ang S ).
Ji=1 Jn=1 Jji=1 Jjn=1
SiVi=---=V,etW =K on obtient les formes n-multilinéaires sur V.

Definition 2

Soit V' un K-espace vectoriel. Une forme n-multilinéaire f : V x --- x V — K est dite alternée si
N———

n
toutes les fois que deux (au moins) des éléments 1, . . ., x, de V sont égaux, alors f(x1,...,2,) =
0.

,—‘ Exemple 5 N

Si V = K3, les applications :

¢1(($17 y17Z1)7 (w27y27 22)) = Y122 — Y221
2((z1, 91, 21), (T2, Y2, 22)) = 2129 — 2271

¢3((951a yhzl)a (3327312, 22)) = T1Y2 — T2Y1,

de K3 x K3? — K sont bilinéaires alternées.

\, J

L’ensemble des formes n-multilinéaires alternées sur V' se note Alt ,,( V'), c’est un sous-espace vectoriel de
LWV,...,V;K).
——
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,—[ Propriété 3.1 (Propriétés des formes n-multilinéaires alternées)} N\

Soit f : V x .-+ x V — K n-multilinéaire alternée.
1. Si on échange deux des variables x1,...,x, € V, f change de signe.
2. Soito € Sy, alors @ f(2g(1), - -+, To(n)) = sign(o) f(z1, ..., 7).

3. Si on ajoute a I'un des x; une combinaison lin€aire des autres x;, alors la valeur de f ne

change pas.
4. Sixy,...,x, sontlinéairement dépendants, alors : f(z1,...,z,) = 0.
Preuve. 1. Supposons ¢ < j. Fixons xj pour k # i et k = j et posons :

g(z,y) = f(x1, ..., Tic1, 2, Tig1, - - - s Lj—15Y, Ljd1y .- s Tn)-

g étant bilinéaire alternée on a :

O=gz+yz+y =g@z+y +9y,z+y) =gz z)+g9(xy) + 9y, z)+ 9(y,y),

donc :

2. On peut passer de la suite (71, ..., ;) & la suite (Z,(1), - - -, To(n)) Par une succession de m transposi-
tions. Par le point[T] on a ainsi :

f(xa(l)a e ,.’Eg(n)) = (—1)mf(x1, e 73777,)-

Or: (—1)™ =sign(o).
3. Revenons a g(x,y) comme plus haut. Il suffit de vérifier que, VA € K, g(z + \y) = g(z,y), ce qui est
clair :
9@+ My, y) = g(z,y) + Ag(y,y) = g(z, ).

4. Supposons x1 = Y ;o \;x;, alors :

f(x1,. o zn) = fay —ZAixi,xg,...,xn) = f(0,22,...,2,) = 0.
=2

En corollaire on obtient :

Proposition 3.2 }
Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, on a Alt (V) = {0} pour n > dim V. ]

Théoréme 3.3 }

Soit V un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = (ey, .. ., €,) une base ordonnée de V. Alors
il existe une unique forme n-multilinéaire alternée sur V', Ap, pour laquelle Ag(eq, ..., e,) = 1. Si

¢ € Alt ,(V),alors ¢ = ¢(eq,...,en)AR.
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Remarque 2

Ce théoreme montre en particulier que dim Alt ,,(v) = 1.

Preuve. 1. Supposons que Ap existe. Soitx1,...,z, € V.Pourchaquei =1,...,nonax; = Z?Zl Tije;.
Alors :

n n
Ag(xl, PPN :L‘n) = AB(Z .%‘1]'16]'1, e ,Ziﬂn]’ne]’n)
=1 i=1

= E L5, ...xnjnAB(ejp...,ejn)

(J15--,Jn)ENY

=) Tio1) - Tpom) AB(Es(1): - - > Ean))

€Sy

Z Sign(0)T15(1) - - - Tnom)As(€1; - - - €n)
O’GSn

Z Sign(0)T15(1) - - - Tno(n)

g€Sy

d’ol I'unicité de Ag si elle existe.
2. Montrons que ¢ = ¢(eq, ..., en)Ap, Vo € Alt (V). On fait les mémes déductions avec ¢ au lieu de
Ap (elles sont valables, sauf la derni¢re étape), on obtient :

(b(xl? cees L Z Slgn xla . xno’(n) ¢(€17 s 7671)

O’ESn

Ap(T1,e,Zn)
= ¢(617 s ,en)AB(l'l, s 7xn)7
Vzri,...,z, € V,d ol la conclusion.
3. Définissons Apg par I’expression trouvée dans la premiere partie :
Ap(xy,...,xp) = Z Sign(0)T1,(1) - - - Tno(m) VT, ---,Tn € V.
gESy

Il est clair que

Ag(er, ... en Z sign()d15(1) - - - Opo(n) = 1-
0ESy

Il est aussi clair que Ag est n-multilinéaire. Pour chaque o € S,, ’application
(w1, 70) = Lio(1) - - - Tno(n)

est n-multilinéaire et Ap est une combinaison linéaire de ces formes n-multilinéaires particuliaires.
IIn’y aplus qu’a vérifier que Ap est alternée. Supposons z; = xj avec i < j et calculons Ag(z1, ..., xy).
Posons :

Y ={o€Slo(i) <a(j)}
_={oe8uoli)>a())}.
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Soit 7 la transposition qui échange ¢ et j. Clairement 1’application de S,, dans lui-méme définie par
o +— oT est une bijection, de S,, sur lui-méme, qui échange > et >_.

Alors :
Ap(xy,...,zpn) = Z Sign(0)T15(1) - - - Tno(n) + Z idem
U€E+ gEX _
= Z Sign(a)xla(l) -« Tno(n) + Z Sign(JT)xlaT(l) <+ Tnor(n)
U€E+ O'GE+
Or:
sik#ietk#j, alorsT(k) =k, et: Tpor(r)= Tho(k)
sik =1, alors (1) = j, et Tior(i) = Tio(j) = Tjo(j)
sik =7, alors 7(j) =i, et:  Tjor(j) = Tjoli) = Tio(i)s
d’ou :
T1o7(1) - - - Tnor(n) = T1o(1) - - - Tno(n)>
et donc :
Ag(x1,...,2pn) = Z (sign(o) +sign(o7))T14(1) - - - Tpo(n)-
oEY 1
EnfinVo € S, :

sign(o) + sign(or) = sign(o) + sign(o)sign(r) = sign(o) — sign(o) =0,

ce qui implique :
Ag(z1,...,2n) = 0.

3.2 Déterminant

.

z—‘ Definition 3 )

Choisissons V' = M4, (K), B = (ey,...,ey,) la base canonique avec e; = (1,0, ...,0),....e, =
(0,...,0,1) etc. et Ag € Alt ,(V) la n-forme multilinéaire alternée définie au théoreme (3.3).

Si A € M,,(K) on définit le déterminant de A par :

det(A) = Ag(li(A), ..., 1n(A) = Y sign(0)aioq) - - o).

O’GSn

J

Ainsi det : M, (K) — K est I'unique forme multilinéaire alternée en fonction des lignes des matrices de
M, (K) telle que det(l,,) = 1.

Propriété 3.4
Si A € M,(K), alors det(A") = det(A).
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Preuve. Pour A = (a;;), il faut prouver 1’égalité :

Z sign(a)ala(l) NN am,(n) = Z sign(a)aa(l)l v ag(n)n.

O’ESn O'GSn

A15(1) - - - Uno(n) €St le produit de tous les coefficients a;; de A pour lesquels j = o(i). C’est donc aussi le
produit de tous les a;; tels que ¢ = o1(j),i. e Ag(1)1 - - - Ao (n)n- ON @ aussi pour toute permutation o € S,
sign(o) = sign(oc~!), d’ou :

Z sign(o)ais(1) - - - Ano(n) = Z sign(a_l)agq(l)l e O ()
oSy 0ES

= Z Sign(o)ag(1)1 - - - Ao (nyn;
O'ESn

1

car lorsque o parcours S,,, alors o~ aussi. O

Théoreme 3.5
Si A, B € M,(K), alors :
det(AB) = det(A) det(B).

Preuve. Soit B = (ey,...,e,) la base ordonnée canonique de 1’espace vectoriel M, (K) et Ag la forme
n-multilinéaire alternée sur M, (K) telle que Ag(eq,...,e,) = 1. Observons que si M, N € M, (K), on a
Li(MN)=1;(M)N pouri=1,...,n.

On définit une application ¢ : My, (K) x -+ x My, (K) — K par

d(x1, ... xn) = Ap(x1B, ..., x,B).
11 est immédiat que ¢ est une forme n-multilinéaire alternée sur M, (K). On a:

O =d(er,...,en)AR.

Comme e; = [;(1,,), :

¢(€1, 7671) = AB(ll(In)B’ 7ln(In)B)
Ap(lh(IpB),...,l,(I,B))
= Ap(li(B),...,1,(B)) = det(B)
De méme :
QZ)(ll (A)v 7ln(A)) = AB(ll (A)Bv 7ln(A)B)
= Ag(l1(AB),...,l,(AB)) = det(AB).
Ainsi :
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Théoréeme 3.6

Soit A = (a;;) € M, (K) eti € N,.

n

L. det(A) = > (=1)"az det A({i}, {k}).
k=1

2. det(A) = (—1)"ay; det A({k}, {i}).

k=1

Notation 1
Si A € M, (K), on écrit A(7,7) au lieu de A({i},{j}) Vi,j € N,,.

Démonstration. On peut énoncer ce théoréme par les formules suivantes :
n

a) det(A) = > (~1)"*a;; det A(i, j)
j=1

b) det A= (—1)"ay; det A(j, 1).

a) (resp. b)) s’appelle le développement de det A selon les éléments de la i ligne (i¢ colonne.) Prouvons a).
Soient ey, . . ., e, les éléments de la base canonique de M7, (K). On a donc : [;(A) = ZJ 1 Gij€i.
li(A)
A({i}; 0)
On obtient cette modification en échangeant la ¢ ligne avec chacune des ¢ — 1 lignes qui précédent. On a
donc :

Si on fait passer la ¢ ligne de A ala 1™ place, alors A devient

det A = (—1)""!det li(4) = )i 1z:a”det

A3 0) (Gs)

Si on fait passer la j¢ colonne de ala 1w place, on obtient la matrice :

{}@

0
* | AL ))

Comme précédemment cela s’obtient en échangeant la j¢ colonne avec chacune des j — 1 colonnes qui la
précedent. Donc :

ej i1 0
. = (—=1)’""det —
Aty) ~ Y A7)
De plus, en ajoutant a chacune des lignes d’indice 2 a n un multiple scalaire convenable de la 1 ligne, on peut
1 1
transformer la matrice / ‘ O - \ en / ‘ 0 \ ce qui ne change pas le déterminant. On trouve
- \x [ 4@5)) 0 [ AGj))°
ainsi :
n L 1 0
— 1)
det A = Z( 1) a;; det 0 AG.7)

d’ol la formule a) via le lemme suivant.
La formule b) s’obtient en appliquant la formule a) a la matrice transposée A! et en observant que A% (i, j) =
A(j,1)t et en utilisant I’invariance du déterminant par transposition. O
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Lemme 3.7

Soitn >2.SiAe M,_1(K),ona:

1 0
det 0 1G5 = det A.
Preuve. Soit B = (eq,...,e,) la base ordonnée canonique de M, (K) et Ap la forme n-multilinéaire al-

ternée sur M., (K) pour laquelle Ag(eq,...,e,) = 1. Soit pour X = (z1,...,2p-1) € Mixn-1(K),
T = (07:617 v )xn—l) € MlXTL(K)

Ainsi, si B’ = (€], ...,e;,) est la base ordonnée canonique de M, (,—1)(K), on a & = e;11 pour i =
1,...,n—1.

Posons ¢ : My (n—1)(K) X -+ X My (,—1)(K) — K définie par :
(X1, Xn1) = Agler, X1,..., Xn1).

Il est clair que ’application X — X est une application linéaire de My (n—1)(K) dans M, (K) et que ¢
est une forme (n — 1)-multilinéaire alternée sur M, (,_1)(K). De plus :
(e, ... en_1) =Agler, &), ..., e 1) =Apler,...,en) =1,

donc: ¢ = Ap.
En particulier :
d(l1(A), ..., lh—1(A)) = det A,

et d’autre part, par définition :

. 1 0
d(l1(A), ..., lh—1(A)) = Agle1, l1(A),...,l1,(A)) = det 0 1)
d’ou le lemme. OJ

Les théoremes [3.3]et[3.6] sont des cas particuliers des résultats suivants :

,-[ Théoréme 3.8 (Binet, Cauchy)} .

Soient A € Myxm(K), B € Mpxp(K), C = AB,1 < r < min(n,p). Alors, si « € P, et
BEPrp:

0 sir >m

det C(lo, B]) =\ 3" det A([a,9]) det B([y, 8]) sir < m.
YEPrm

,—[ Théoreme 3.9 (Laplace)}

Soit A € M, (K) et o € P,.,,. On a les formules :

1o det A=Y (~D)IHIPl det A([or, B]) det A((er, B)),
BEPrn

2. det A=Y (—1)IIHI5 det A([8,0]) det A((B, ).
BEPr.n
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(Siy € Py, ||| = somme des éléments de .)

3.3 Applications

3.3.1 Inversion

On avu que si A = (a;;) € My(K), on ala formule :

det A= "(~1)Ma;;det A(i,j) (1<i<n).
j=1

Cette formule isole les éléments a;1, . . . , a;; de la ¢ ligne. D’une maniere un peu plus explicite on peut écrire :
l1(A4)
n o llfl(A)
Z(—l)”]xj det A(i,j) =det | x1---xp
J=1 li+1(A)
In(A)

Si(x1,...,2n) =lk(A), avec k # i :

(—1)i+jakj det A(7, 7)
1

n

J

est le déterminant d’une matrice qui a deux lignes égales, donc c’est 0. Ainsi :

D (=1 ag; det A(i, §) = Gpidet A (1< i,k < n). (3.1)
j=1

Definition 4

Soit A = (a;;) € M,(K). On appelle co-matrice de A la matrice A = (@;;) € M, (K) dont les
coefficients sont o
@ij = (—1)"" det A(i,j) (1<i,5<n).

La relation (3.1)) s’écrit simplement : )
AA = det(A)I,.

De la méme maniere, la formule de développement du déterminant par rapport a la j¢ colonne donne la formule :

D (D) ag det A(i, j) = S det A (1< j,k <n),
i=1

qui s’écrit simplement : B
AA = det(A)I,.

On a donc montré :
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Théoreme 3.10 (Cramer 1750)}

Si A € M, (K), alors : ) )
AA = AA = det(A),.

,-[ Corollaire 3.11 } .
Si A € M, (K), alors

A € GL,(K) < det A # 0.
De plus, si A € GL,,(K), alors :
1 -
—1 _
AT = det AA'

. S

Preuve. Si A € GL,(K), alors AA~! = I,,. Prenons le déterminant :
det Adet(A™!) = det(AA™") = det(1,) = 1,

alors : det A # 0. Inversement, supposons que det A # 0. Alors le théoréme précédent donne :

1 - 1 -
(det AA) A=4 (det AA) = In,

donc A € GL,(K) et A~! = ﬁfl. O

En particulier, le déterminant donne un homomorphisme de groupes det : GL,,(K) — K* surjectif.[l On
note SL,, (K) le noyau de cet homomorphisme. Ainsi :

SLn(K) = {A € GL,(K)| det A = 1}.

C’est un sous-groupe de GL,, (K), (en anglais Special Linear group.)

3.3.2 Rang

Théoreme 3.12 }

Soit A = (a;j) € Myxm(K) et soit r = rang(A) (r < min(n,m)), alors :
a) Ilexiste @ € P, et 5 € Prom, tel que : det Afa, 5] # 0.
b) Sir < s < min(n,m), alors det A[y, 0] = 0Vy € Py, V0 € Ps .

Preuve. b) Soitr < s < min(n,m),y € Pspetd € Psy.

Les lignes [(1)(A), . .., ly(s)(A) de A sont linairement dépendantes. A fortiori, les lignews de A[y, d]
sont linéairement dépendantes donc det A[y, ] = 0, ce qui prouve b).

a) Puisque A estderangr, il existe un choix de r lignes linairement indépendantes l,(1)(A), - . ., lo(r) (A),
avec a € P .
La matrice A[a,N,| € M, xm(K) est de rang 7, elle admet donc r colonnes inépendantes, disons les
colonnes d’indice §(1) < --- < B(r) avec € P, convenable. Alors la matrice Afc, 5] € M,(K)
est de rang r et det A[a, 5] # 0.

O

a 0 *
1. det (O 1n71) =aVa€eK
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Théoréme 3.13

Soit A = (a;;) € My xm(K). Supposons que 1 < 7 < min(n,m) ales propriétés suivantes :
Il existe o € Py, €t 8 € Py, telles que :

1. det Ala, 5] # 0.
2. Onadet A[,6] =0,Vy € Priy1n, V0 € Pry1m tellesque a < yet 8 < 4.
Alors : r = rangA.

Preuve. Par a) on a r < rangA. Pour démontrer le théoréme, on suppose que rangA > r et on cherche une
contradiction.

Puisque A[a, 3] estinversible, ses lignes sont linéairement indépendantes et a fortiori les lignes lo(1)(A), - - -, lo () (A)
sont linéairement indépendantes. Puisque rangA > 7 on peut trouver v € P,y1, telle que o < 7 et
ly1)(A), ..., ly41)(A) sont linéairement indépendantes. Les colonnes de A[a, 3] sont aussi linéairement in-
dépendantes, donc a fortiori aussi les colonnes de A[y, 8] (qui est donc de rang 7.)

Ala, 8] étant de rang r, ses colonnes sont linéairement indépendantes, donc a fortiori les colonnes de
Alvy,Np,] d’indice 5(1), ..., 5(v) sont linéairement indépendantes, donc il existe § € Py41,, tel que 3 < § et
telle que les colonnes de A[y, N,,] d’indice §(1),...,d(r + 1) soient linéairement indépendantes.

Ainsi la matrice Alv,d] € M,41(K) est de rang  + 1 et donc det A7y, d] # 0 contredisant la condition
b). O

3.3.3 Orientation

L’ensemble GL;" (R) des éléments de GL,,(R) de déterminant positif est un sous-groupe de GL,,(R).

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie n. Si B et B’ sont deux bases ordonnées de V, on dit
qu’elles ont la méme orientation (notation : B ~ B')) si M g, (idy) € GL; (R). C’est une relation d’équivalence
sur I’ensemble de toutes les bases ordonnées de V.

Il y a exactement deux classes d’équivalence. Se donner une orientation, c’est choisir ’'une de ces deux
classes d’équivalence. On dit alors que V' est un espace vectoriel réel orienté.
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Chapitre 4

Endomorphismes

4.1 Généralités

Rappels

Si V est un K-espace vectoriel, un endomorphismede V' est une application linéaire de V' dans lui-méme.
On note £(V') I’ensemble des endomorphismes de V. L£(V') est une K-algebre pour les opérations suivantes :

I. SixeKetae L(V): (Aa)(z) = Aa(x), Ve € V.

2. Sia,pe L(V): (a+p)(z) =alx)+ B(z), Ve e V.

3. Sia,Be€ L(V): (af)(z) = a(B(x)), Vz € V.

Sif=Y",at €K[tJetsia € L(V), onnote f(a) = Y. ,aa’. Donc f(a) € L(V). On observe
que :

1. Si f,g € K[t], alors : f(a)g(a) = g(a) f(a) Va € L(V).

2. L’ensemble de tous les f(a) pour f € K[t] est une sous-algebre de £(V'). C’est la plus petite qui
contienne «.. On la note K[a].

Definition 1
Soit € L(V'). Un sous-espace W de V' est dit invariant par o si a(W) C W. ]

Remarque 1
1. Si W est invariant par «, alors, par restriction 2 W, o donne un endomorphisme de W « /|y :
W — W, I’endomorphisme induit par o.
2. Parmi les sous-espaces de V invariants par «, il y a {0}, V, ker(«) et im(«).
3. Si Ba = afB et si W est invariant par «, alors 3(W) et 371 (W) sont invariants par a.

Par exemple ker(3) et im(/3) sont invariants par «. Plus particulierement, si f € K[t], alors
ker f(a)etim f(«) sont invariants par a.

4. Si X\ € K, alors tout sous-espace vectoriel de V' est invariant par Aidy .

Sia € L(V) est tel que tout sous-espace de V' est invariant par «, alors I\ € K tel que
a = Aidy.
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5. Toute somme et toute intersection de sous-espaces invariants par « est encore un sous-espace
invariant par c.

6. Si W est un sous-espace de V invariant par o € £(V), il n’existe pas toujours un sous-espace
invariant par o supplémentaire de W dans V.

,—‘ Exemple 1 N

V =R[t] et : V — V définie par o(f) = f’ (la dérivée de f) ou :

n / n
<Z aiti> = Z iaiti_l .
=0 i=1

Les sous-espaces invariants par « sont exactement les sous-espaces R|[t],, pourn = 0,1,..., 0l :

Rlt]n = {f € R[t]|deg f < n},

{0} et R[¢].
Ainsi aucun des sous-espaces invariants R[¢],, pour n = 0, 1, ... n’a de supplémentaire invariant.

\, J

Definition 2
On dit que o € L(V) est semi-simple si tout sous-espace invariant admet un supplémentaire invariant. ]

Remarque 2

Si W est un sous-espace invariant par « € £(V), alors ¢’est aussi un sous-espace invariant par f(«),
Vf e KJt].

4.2 Polynomes

4.3 Passage aux matrices
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Chapitre 5

Formes bilinéaires et sesquilinéaires

5.1 Formes bilinéaires

f—[ Definition 1 (Rappel)}

Soit V' un K-espace vectoriel. On appelle forme bilinéaire sur V' toute application ¢ : V x V — K
telle que :
(CC]_ ate X2, y) = QS(:Clv y) + ¢($2, y)’ vmya T2,y eV
qﬁ()\x,y) = A\p(z,y), VA e K, Va,y € V.
2. d(@,y1 +y2) = d(@,91) + &z, y2), Vo, 41,52 €V,
d(z, N\y) = Aop(z,y), VA € K, Va,y € V.

,—| Exemple 1

1. V=Myum(K),¢:V xV — K, définie par :
#(A,B) = tr (A'B).
2. £,9 € V# permettent de définir ¢ : V x V — K telle que :
¢(z,y) = E(x)d(y), Va,yeV.
3. Si&, ... 60,0, ..., 0, € V# on peut définir :

r,y) = Zaia‘&(fﬂ)% (y)

ou A= (aij) < MnXm<K)-

4. Soit V un espace vecoriel de la géométrie euclidienne de dimension 3.

o(x,y) = |z| |y| cos(£L(x,y)) (le produit scalaire usuel) ou |z| est la longueur de z.
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Si V = R3 via une base orthonormée (e1, s, e3) de V, on sait que :

3
$(w,y) = ((x1,22,73), (y1,92,43)) = Y Ty
i=1

Definition 2

Soit ¢ : V x V' — K une forme bilinéaire sur V. On définit ¢ : V — V# par ¢(y)(z) = ¢(z,y).
Vz,y € V. On vérifie que ¢ est I’application linéaire associée a ¢.

L’ application ¢ —  est une bijection de I’ensemble des formes bilinéaires sur V' sur L(V, V#).

Si V est de dimension finie n et si B = (ey,...,e,) est une base ordonnée de V, alors a toute forme
bilinéaire ¢ : V' x V' — K on peut associer la matrice relative a B : Mp(¢) = (¢(e;, e;)) (élément de la i¢ ligne
et j° colonne).

Posant a;; = ¢(e;, e;), on voit que :

n n n n
(;5(2 xiei,Zyjej) = Zinyjaij. 5.D
i=1 j=1 i=1 j=1

On vérifie facilement que pour une base ordonnée B fixée, ’application ¢ — Mp(¢p) est une bijectionde
I’ensemble des formes bilinéaires sur V' sur M, (K).

Remarque 1

21 y!
SiA=(ay),X=1|: |etY =/[ 1 [,alors(5.1) s’écrit :

$7’l yn

n ) n )
¢(Z x'e;, Z ye;) = X'AY.
i=1 j=1

Lorsque 1’on change de base ordonnée, supposons B = (eq,...,e,) et B = (e],...,e},) des bases

ordonnées et T = ME (idy), et soit ¢ : V x V — K bilinéaire, A = Mp(¢) A’ = Mg (). Alors :
oz, y) = XTAY = X"TA'Y',
1 1/

x x
oix =Y ale,=> a"/etX=| : [,X'=| : | etidempourY etY’. Ona alors:

xn :L,n/

X=TX e Y=TY,

donc :
XTAY = X*TPATY' = X"t A'Y'.
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Comme ceci est valable pour tout X/, Y”, on obtient :

Definition 3

On dit que A, B € M,,(K) sont congruents s’il existe T € GL,,(K) telle que B = T*AT. On notera
A = B. C’est une relation d’équivallence sur M, (K).

On a donc :

Théoreme 5.1 }

Soient ¢ : V x V' — K une forme bilinéaire, A, B € M, (K) et B une base ordonnée de V telle que
A = Mpg(p), alors :

A = B < T une base ordonnée B’ telle que B = Mg/ ().

,—| Remarque 2 N

Si¢: V xV — Kestune forme bilinéaire sur V' et si ¢~5 : V' — V# est 'application linéaire associée
etsi B = (eq,...,ey) estune base ordonnée de V, alors on a :

Mp(¢) = ME" (9).

\, J

5.2 Formes bilinéaires symétriques

Definition 4
Une forme bilinéaire ¢ : V' x V' — K est dite symétrique si : ¢(z,y) = ¢(y,z) Va,y € V. ]

r—l Lemme 5.2 .

Si¢: V xV — Kestune forme bilinéaire et si 3 est une base ordonnée de V' et A = Mp(¢), alors :

¢ est symétrique < A est symétrique.

(.e. At =A)

Definition 5

Une forme bilinéaire symétrique ¢ : V' x V' — K est dite non dégénérée si la condition ¢(z,y) = 0
Vy € V implique z = 0.
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Lemme 5.3

Soit B = (e, ..., ey,) une base ordonnée de V, ¢ : V' x V' — K une forme bilinéaire symétrique et
A = Mp(¢). Alors :
¢ est non dégénérée < A € GL,(K).

Preuve. La condition ¢(z,y) = 0, Vy € V, équivaut a :
X'AY =0, VY € My (K),

ce qui équivaut 2 X*A = 0, ou encore 23 AX = 0.
Donc :

¢ non dégénérée < (AX =0= X =0)

& A est inversible.

Lemme 5.4

Soient A € GL,(K), C € M,,(K), B € M,xm(K), alorson a:

L | ON(A | BY(L | —ATBY_(A| 0\
G 1) o) G 5 ) =0 T e-pas)

r—[ Corollaire 5.5 }

Si A= A" € GL,(K).C = C' € M,,(K), B € Myxm(K). alors :

(A | B (A 0
\B"| 0) \0 | C-B'A'B)’

et la matrice de passage peut étre choisie triangulaire unipotente.

\,

Théoréme 5.6 }

Si K n’est pas de caractéristique 2, toute matrice symétrique A € M, (K) est congruente a une
matrice diagonale.

Definition 6

Soit V' un K-espace vectoriel. On appelle forme quadratique sur V' une application q telle que :
1. gq(Ax) = M2q(z), VA €K, etVz € V.
2. Lapplication de V' x V' — K définie par (z,y) — ¢(x +y) — q(x) — q(y) est bilinéaire (év.
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L symétrique.) J

,—‘ Exemple 2 N

Soit ¢ : V x V — K une forme bilinéaire. L’application ¢ : V' — K définie par ¢(x) = ¢(x, z),
Vx € V est une forme quadratique, dite associée a ¢.
Si g est la forme quadratique associée a ¢, alors :

gz +y)—q(@) —qy) =z +y,z+y) — oz, ) — 9(y,v)
= [¢p(z,2) + ¢(z,y) + ¢(y,7) + d(y,y)] — ¢(z,2) — $(y,y)

Si ¢ est symétrique on obtient :

2¢(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y).
On peut en tirer :

o, ) = Jlale,v) — a(x) ~ a(y)],
et de méme : 1

$z,y) = Jlalz +y) —alz —y)],

pour autant que K soit de caractéristique différente de 2.

Corollaire 5.7 }

Sigp: V xV — K est une forme bilinéaire symétrique non nulle et si la caractéristique de K est
différente de 2, alors il existe z € V tel que :

o, ) £ 0.

Preuve du théoréme. Soit A = At € M,,(K) et Car(KK) # 2. Par récurrence sur n :

pour n = 1: C’est immédiat.

pour n > 1: Supposons n > 1 et le résultat vrai pour les matrices symétriques (n — 1) x (n — 1).
Si A = 0, elle est déja diagonale.
Si A # 0, on utilise le corollaire. Il existe X € M,,»1(K), X # 0, tel que X*AX # 0.
Soit T' € GL,(K) admettant X pour premiere colonne. Alors B = T*AT = (b;;) est une matrice
symétrique telle que :

b1y = X'AX #0.

Par le lemme B est congruente a une matrice de la forme :

b1 0

¢=1{% By )’

avec : By = B} € M,,_1(K).

Par hypothése de récurrence, il existe Sy € GL,—1(K), telle que SSBOSO est diagonale. Alors :

(L] 0N fbu | ON/L| ON_ (bu | O
\0 [ 5/ \0 [ BoJ\0 [ So) N0 | SBoSo)’
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qui est diagonale.
O]

Il reste encore a résoudre le probleme de la congruence de deux matrices diagonales. L’ ordre des éléments
de la diagonale ne change pas la classe de congruence :

diag(Mays - -+ Ay, ) = Pldiag(M, ..., \) P,

ou: P = P(a)=(F;), avec:

0 sinon.

Rj={1 sii = o(j)

On peut aussi multiplier les coefficients diagonaux par des carrés arbitraires :
diag(p3 X1, ..., 2 N\,) = diag(pa, . . ., pn)diag(A, . .., Ay )diag (g, ., i),

Ol\lﬂl?"’?l”’n#o'

Théoréme 5.8 }

Soit A = A* € M, (C) de rang r, alors :

A = diag(1,...,1,0,...,0).
~———

r fois

Preuve. On sait que A = diag(\1,...,\,), ot r éléments sont non nuls et n — r sont nuls. On applique la
formule ci dessus avec :

i = /A7 siN A0

i = 1 si )\i =0.

Corollaire 5.9 }

SiA= Alet B= B! € M,(C), alors :

A= B & rang A =rang B.

,—( Théoreme 5.10 (Théoreme d’inertie de Sylvester)}

Soit A1, ..., Ap, f1, - - -, in € R, alors, en posant :

v4 = nombre des ¢ tels que \; > 0,
v_ = nombre des ¢ tels que A\; < 0,
T+ = nombre des ¢ tels que p; > 0,

7_ = nombre des ¢ tels que p; < 0,
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ona:
diag(A1, ..., \p) Zdiag(p, ... pin) S vy =74 €t Vo =T_.

Definition 7

Si A = diag(A1,...,A\n) € Mp(R), et ng(A) est le nombre d’éléments diagonaux positifs, n_(A)
le nombre d’éléments diagonaux négatifs, on appelle signature de A 1’entier :

sign(A) = ny(4) —n_(A) € Z.

,-[ Théoreme 5.11 } .

Soient A = A', B = B* € M,(R), alors A = B si et seulement si

rang(A) = rang(B)
sign(A) = sign(B).

Théoréme 5.12 (Sylvester)}

Soient A, B € M, (R) diagonales.

A = B & sign(A) = sign(B).

Preuve. Soit ¢ : V x V — R une forme bilinéaire symétrique pour laquelle A = Mp(¢) et B = Mp/ (o)
ot B = (e1,...,e,) et B = (€],...,¢e]) sont des bases ordonnées de V. On peut supposer que A =

ren

diag(A1, ..., \p) et B = diag(p1, .. ., ip) avec

Ai >0pourl <i<r

Ai<Opourr+1<i<r+4s

Ni=0sii>r+s

p; >0pourl <i <y’

pi <Opourr’ +1<i<r +5

pi=0sii>r" +3.

Alors sign(A) = r — s et sign(B) = ' — s'. Evidemment rang(A) = r + s et rang(B) = ' + 5. Comme
A = B, afortiori A ~ B, donc rang(A) = rang(B),i.e.:r+s=1r"+5".

Pour prouver que sign(A) = sign(B) il suffit de prouver que r = 7. Définissons W = vect(eq, ..., e, ) et

W' = vect(el.q,...,e€,),alors :

dimW =r et dimW' =n—7.

Soitz € WN W alors x = Y7 a'e; = Y5, ¢, etdonc::

r n
$(w,x) = (')’ = ()
i=1 v ) i=r'4+1 Y
- J=r
>0, avec “="ssiz* =0 <0,cary’ € R, u; <0
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doncz = 0. Et W N W' = {0}, ainsi dim W + dim W’ < dim V' i. e.

/
r+(n—1")<n.
D’our < 7.
Par un raisonnement analogue, en échangeant r et 7, dans les matrices on obtient 7’ < r, donc finalement :

/
r=r

Definition 8

Soit A € M,(R), A = A'. On appelle signature de A, sign(A), la signature de n’importe quelle
matrice diagonale congruente a A.

Lemme 5.13

Soit A = A € M, (R). Sir = A sEn(A) o o rans(Ad)-sign(d) qpops .

A=~diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0).
N N —

T S

Preuve. Soit D = diag(\i, ..., \,) congruente a A. On a rang(A) = rang(D) et sign(A) = sign(D). On
sait que 7 est le nombre des ¢ tels que A; > 0 et s le nombre des i tels que A; < 0. On peut donc supposer que
AN>0sil<i<r, \<O0sir+1<i<r+setA=0sii>r+s.

Alors :

diag(p1, - . ., pn) Ddiag(pe, . . ., pn) = diag(1,...,1,—-1,...,-1,0,...,0),
—— ————

T S

Ni:\/)‘i SllS’LS’F

wi=v-XN sir+1<i<r+s
wi =1 sit >r+s.

O
Théoréme 5.14 }
Soient A, B € M, (R) symétriques.
A= B < (rang(A) = rang(B) et sign(A) = sign(B)).
Preuve. = est clair.
<« par le Lemme. 0

5.2.1 Méthode de Jacobi
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Théoreme 5.15
Soit A = A' € M,,(K). Posons A, = A[l,...,7;1,...,r] € M.(K) et 6, = det A,. Si 61,...,0,

sont tous non nuls, alors il existe une matrice 7' € M, (K) triangulaire unipotente telle que :

TtAT:diag(él,é—Q,..., On ).
01 On—1

Preuve. Par récurrence sur n. Pour n = 1 c’est clair. On suppose n > 1 et le théoreme prouvé pour n — 1. On

a:
A:/A"—l ‘ * )

N,

et A,,_1 inversible.
On a vu qu’il existe Ty triangulaire unipotente telle que :

TLAT) = Afk‘l Y

Comme det Ty = 1, alors :

6 = det A = det(T{ATy) = cdet A, 1 = cbp_1,

donc :
On
c= .
5n—1
Par hypothése de réurrence, il existe U € M,,_1(K) triangulaire unipotente telle que :
0 Op—
U'An_1U = diag(61, =, ..., 2=1).
o1 On—2
Sion pose T' = Tj (g (1) , alors :
t
7iar — (UAnU 0
Lo ¢
: 02 On—1
= diag(d1, —, ...
lag( 1, 517 ) 5n—2,c>
, on
= diag(dy, . .., )
5n71

5.2.2 Méthode de Lagrange-Gauss

On travaille sur les formes quadratiques associée (K un corps de caractéristique différente de 2.)
Soit Q(a?l, RN xn) = Z:‘tj:l i LT, A=A = (aij) S Mn(K)
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lercas :  On suppose que I’un au moins des a;; est non nul. Disons a1 # 0.

n n
2
Q(z1,...,2n) = @110y + 2 E 132125 + E QAijTiTj

i=2 ij=2
n n n
—1 2 -1 2
= an(xl + E ajq alixi) + E Qi T;Tj — Gy ( E aliib‘i)
i=2 i,j=2 i=2

Ql(x27"~7'rn)

Si on change de variable :
Y1 = 21+ Doy ayy aija,
Yi=x; Sii=2,...,n.
Alors :
Q(xlu “e ,CCn) — CLlly% + Q/(y27 cee ,?/n)
Ensuite on travaille sur Q’.
2¢cas: ay; =0, Vi e N,.
On choisit un a;; # 0. Disons a1z # 0 et on fait le changement de variable suivant :

_ Ti1+x2
ho ==

T1—%
Yo = LT

Y; =x; pouri> 2.
Alors :

n
Q(x1,. . mn) = QU1 + Y2, 51 — Y2, Y3, - Un) = Y bijyiv,
ij—1

avec b1; # 0. On est alors ramené au 1¢" cas.

z—‘ Definition 9

Soit ¢ : V x V — R une forme bilinéaire symétrique sur un R-espace vectoriel V. On dit que :
1. ¢ est (semi-définie positive) non négative si ¢(z,x) > 0, Ve € V '\ {0}.
2. ¢ est définie positive si ¢(x,x) > 0Vx € V' \ {0}.

3. ¢ est définie non positive si —¢ est définie non négative.

4. ¢ est définie négative si —¢ est définie positive.

Théoreme 5.16
Soit A = (a;j) = A" € M,(R). A, = A[l,...,m;1,...,r], 7 = 1,...,n. Alors A est définie
positive si et seulement sidet A, >0Vr =1,... n.
Preuve. < : Par la méthode de Jacobi, A = diag(d;, g—f, ce 55—’_11), avec d; > 0,pouri=1,...,n.

Ainsi sign(A) = rang(A) = n et donc A est définie positive.
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= Si A est définie positive, on a >
1,...,n.
Ainsi A, est définie positive pour chaque r = 1,...,n, i. e. sign(A4,) = r, ou encore A, = I,.
Pour chaque r = 1,...,nily adonc T, € GL,(R) telle que A, = T, T,. D’ou :

;j:l ajjriz; > 0, V(z1,...,2,) # (0,...,0), pour chaque r =

det A, = det(T?) det(T}) = (det T})? > 0.

Definition 10

Soit A = A" = (a;j) € M, (R). On dit que A est définie non négative (resp. positive, non positive,
négative) si la forme bilinéaire symétrique ¢ : R” xR™ — R définie par ¢((1, ..., 2n); (Y1, -, Yn))
i j=1@ijTiyj a cette propriété.

Remarque 3

Si¢:V xV — R est une forme bilinéaire symétrique su un R-espace vectoriel V' de dimension
finie n, si B est une base ordonnée de V' et si A = Mp(p), il est clair que ¢ est définie on négative
(resp. positive, non positive, négative) si et seulement si A ’est.

,—| Remarque 4 N

Si A=Al € M,(R),ona:

A est définie non négative < sign(A) = rang(A)
A est définie positive < sign(A) =n

A est définie non positive < sign(A) = —rang(A)
A est définie négative < sign(A) = —n.

r‘[ Théoréme 5.17 } N

Soit A = A* € M, (R). Alors A est définie non négative si et seulement si on a :
det Afiy, ... in;41,...,i,] >0,

pour toutes les suites 1 <47 < ig < -+ < 4p < M.

\, J

Preuve. cf. ex. 9 série 23-24. OJ

5.3 Formes sesquilinéaires et hermitiennes
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r—‘ Definition 11 N

Soit V' un C-espace vectoriel. On appelle forme sesquilinéaire sur V toute application ¢ : VxV — C
telle que :

P(z1+ 22,y) = ¢(21,9) + d(22,y) oy, 22,y €V,
2. ¢(w 1+ y2) = ¢(z, 1) + 6(2,42) Vo,y,p2 €V,
3. ¢(z, Ay) = Ap(x,y) Va,y € V,VAeC,
4. ¢(Az,y) = Ap(x,y) Vr,y € V,VA e C.

. J

Soit ¢ : V x V' — C une forme sesquilinéaire, alors si B = (eq, ..., e,) est une base ordonnée de V, on
appelle matrice de ¢ relativement a I3 1a matrice Mp = (¢(e;, €5)).
Si A = (ai;) = Mp(¢),ona:

n n n
¢(Z r'e;, Zy]ei) = Z ai; 'y’
i—1 =1 ij—=1

= XTAY = X*AY,

ou on a utilisé la notation M* = M*, si M € M,x,(C) et avec :

L application ¢ — Mp(¢) est une bijection de I’ensemble des formes sesquilinéaires sur V' sur M, (C).

Definition 12

A, B € M, (C), sont dites semi-congruentes s’il existe T' € GL,,(C) telle que :

B=T*AT.

Théoreme 5.18 }

A, B € M,(C) représentent une méme forme sesquilinéaire si et seulement si elles sont semi-
congruentes.

Definition 13

Une forme sesquilinéaire ¢ : V x V — C est dite hermitienne si elle a la propriété de symétrie
suivante :

(ﬁ(x? y) - ¢(y, :L')

Si B est une base ordonnée de V et A = Mp(¢), alors ¢ est hermitienne si et seulement si A = A*, on dit
que A est une matrice hermitienne.
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Théoreme 5.19 }
Toute matrice hermitienne A = A* € M,,(C) est semi-congruente a une matrice diagonale réelle. ]

On définit alors la signature d’une matrice hermitienne de maniere analogue au cas des matrices symétriques
réelles et on démontre :

Théoréeme 5.20 }

Soit A, B € M,,(C) hermitienne. Alors A et B sont semi-congruentes si et seulement si :

rang(A) = rang(B) et sign(A) = sign(B).
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Chapitre 6

Espaces Unitaires

6.1 Orthogonalité

Notations K =RouC. Si A € K, on pose :

modulede Asi K = C

X:{AQK_R

A = {Valeur absoluede AsiK =R

AsiK = C.

Si A€ Mpyym(K):

T VAsiK=C

Afiyz{mgK:R

i {AszR

At = Ax siK =C.

Definition 1

On appelle espace unitaire réel (resp. complexe) un espace vectoriel réel (resp. complexe) V' muni
d’une forme bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) définie positive. Cette forme sera notée (z, y) —
(z|y) et baptisée la produit scalaire de 1’espace unitaire considéré.

Rappel
Dire que (+|-) : V x V — K est une forme bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) définie positive signifie
que
zlyr +y2) = (zly1) + (zly2) Vo, y1,y2 € V.
z|\y) = Nzly) Vz,y € V, VA € K
zly) = (ylz) Yo,y € V
zlzr) >0Ve e V,z #0.

AW N =

- (
- (
- (
- (
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,—‘ Exemple 1 N

Dans V =K"sixz = (z1,...,2,) € Vety = (y1,...,yn) € V, alors on peut définir :

n
(zly) = Z TiYi-
i=1

Exemple 2 N

i

Dans V' = C(I,K), I’ensemble de toutes les applications continues d’un intervalle I fermé borné
dans K, on peut définir :

(flg) = /I F(2)g(x)de. pour f.g € V.

\, J

Remarques terminologiques On trouve aussi les appelations suivantes :
— espace préhilbertien, pour les espaces unitaires,
— espace euclidien, pour les espaces unitaires réels de dimension finie,
— espace hermitien, pour les espaces unitaires complexes de dimension finie.

Definition 2

Si V est un espace unitaire, on appelle norme de = € V et on note ||z|| 1a racine carré réelle positive
de (z|x).

Cest adire ||z]| > O et ||z|]? = (z]x).
Clairement on a :

|zl =0 2 =0
Azl = Az YA €K et Yz e V.

,—| Remarque 1 .

x + ||z||? est simplement la forme quadratique associée au produit scalaire. En particulier, on a les
identités de polarisation :

1 .
(@ly) = ;e +yI* — = —yI*) siK=R

1 1 . .
(@ly) = 7l +yll* = o = yI*) + 35 (liz + yl* = iz - y|*)  siK=C.
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,—[ Théoreme 6.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)}

Si V est un espace unitaire, alors pour tout x,y € V ona:

[(@ly)] < Nlz|l[lyll-

Il y a égalité si et seulement si x et y sont linéairement dépendants.

\,

Preuve. Si x et y sont dépendants, alors :
— siz =0, alors : (z]y) = Oet[[z]|[ly[| = 0, donc (z|y) = |||yl
— siz # 0, alors I\ € K tel que y = Az. On a alors (z]y) = (z|\z) = A(z, ) = A||z||?. Ainsi :
|@ly)l = [Nllz]* = || (| Alll]l)
= [lzl ]l = {l=[y]-

Si z et y sont linéairement indépendants, en particulier y # 0, donc on peut définir

)
lyll>”

Comme = — Aoy # 0,0na 0 < ||z — \oy||?, ainsi :
0 < [l = Aoyll* = (= = Aoylar = Aoy) = (z[z) = Ao(ylz) — Ao(zly) + Aodo(yly)
= [l = Xo(zly) — Xo(aly) + [Aol*|lyl*

_ o2 = EW)aly) @)y | (@) ly)

ly1l> lyll® lyll®
— Hx”2 _ ‘(x’y)|2
vl

Multipliant par ||y||?, il vient :
0 < [lz]*lylI* — (zly)P?,

|(@ly)? < ll?ly]%,
d’ou (puisque |- | > Oet | -] > 0):
[ly)] < [yl

Corollaire 6.2 (Inégalité triangulaire)}

Si V est un espace unitaire, alors Vz,y € V :

e +yll < ]l +[lyll-

Preuve.
lz+yl* = (z +ylz+y) = (z|z) + (z|y) + (ylz) + (yly)
= ||lz|” + 2R(z|y) + |y|* (%)
<zl + 2/(z[y)| + llylI?
<zl + 2l Iyl + llylI* = (]l + ly])>
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,—| Remarque 2

Dans (*) on a utilisé le fait que

(zly) + (zly) = 2R(z[y) + i[S(z]y) — S(xly)] = 2R(x]y).

Cette égalité se comprend aisément d’apres le graphique suivant

Cx
1 (z]y)

Definition 3

Si V est un espace unitaire et z,y € V, on définit la distance de = a y par :

d(z,y) = ||z —yl|.

,—[ Proposition 6.3 }
l. d(z,y) > 0etd(z,y) =0z =1y.
2. d(z,y) =d(y,x), Y,y € V.
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vx,y,z € V.
4. d(z,y) =d(xz+ z,y+ 2), Vo,y,z € V.
5. d(A\x, A\y) = |A|d(z,y).

r-‘ Definition 4

Soit V' un espace unitaire.
— SizeVetACV,A#0, alors:

d(z,A) = inf{d(z,y)|y € A}.
— Si A, B C V, non vides :

d(A, B) = inf{d(z,y)|z € A, y € B}.

.

Si V est un espace unitaire et x, y € V non nuls, par Cauchy-Schwarz :

0< @l
[yl
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On peut donc définir :

Definition 5

Soit V' un espace unitaire et z, y € V, non nuls. On définit [’angle entre Kx et Ky comme I’unique o
tel que :
|(zly)]

CoS Q¥ = ————
[yl

et <a<

SE

Lorsque K = R on peut faire mieux et définir I’angle entre Rz et R,y comme étant I'unique « tel que :

(z]y)

t:0< a<mr.
) & =="

Ccos&x =

Remarque 3

Si toute suite de Cauchy converge dans un espace vectoriel V, alors V' est dit complet et si V est un
espace vectoriel unitaire complet, on I’appelle espace de Hilbert.

Definition 6

Soit V' un espace unitaire. On dit que =,y € V sont orthogonaux, x L y, si (z|y) = 0.
Si W est un sous-espace de V, on définit W par :

Wlt={zeV]zLly Vyec W}

,—[ Proposition 6.4 } N

{0}t =V, etV ={0}.

W est un sous-espace vectoriel de V et W N W+ = {0}.
W c (Wht.

(W1 + Wo)t = Wit + Wit

Wy € Wy = Wst ¢ Wit

Si W =vect(S), Wt ={x € V]z Ls, Vs €S}

S O i

Lemme 6.5
Soit V' un espace unitaire et 1, 2, . . . une suite finie ou non de vecteurs non nuls tels que (z;|z;) = 0
toutes les fois que i # j.
Alors x1, x2, . .. sont linéairement indépendants.

Preuve. SiAq,..., A\, € Ksonttels que :

n
Z )\il‘i = 0,
i=1
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onapourj=1,...,n:
n n

0= (x5 > Xiwi) = Y Nilwilzy) = Ayl

i=1 =1

d’ou, puisque z; # 0: A\; = 0. O

Definition 7

Une suite 1, Z2, . . ., finie ou non, est dite orthonormée si (z;|x;) = 0 toutes les fois que 7 # j et si
||z;|| = 1 pour tout i.

f—{ Théoréme 6.6 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)} N

Soit V' un espace unitaire, x1, xo, . . ., une suite finie ou non de vecteurs linéairement indépendants.
Alors il existe une unique suite orthonormée yq, y2, . . . telle que :

1. vect(xy,...,zx) = vect(y,...,yx) pour tout k,

2. (z4,y:) € R% pour tout i.

\, J

Preuve. On construit les y; par récurrence sur ¢. D’abord :

Y e
1= .
[Et
Supposons les y; déja construits pour ¢ = 1,2,..., k. On construit le vecteur yx1 de la fagon suivante. On
définit :
k
/
Ye+1 = Th41 — Z(yi!l’kﬂ)yz‘,
i=1
et on pose :
/
Y
P el
Y1
Le fait que les y; ainsi construits satisfont I’énoncé du théoréeme est une vérification facile laissée en exercice.
O
Corollaire 6.7 }
Tout espace unitaire V' de dimension finie admet une base orthonormée. ]
Preuve. Soit x1, ..., x, une base ordonnée de V. Le procédé de Gram-Schmidt appliqué a cette suite fournit
des vecteurs y1, . . . , Y, orthonormés qui constituent donc une base orthonormée de V. O
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Théoreme 6.8 (Pythagore)}

Soit V' un espace unitaire et z,y € V. Alors :

(zly) = 0= [lz —ylI* = z]|* + [lylI*

Preuve. En effet :

lz = yl* = (z = ylo —y) = llz* + IlyI* — (2ly) - (ly) = 2l* + ylI*.

Remarque 4

Si le corps de base est R on a < au lieu de = .

r—[ Théoréme 6.9 }

Soit W un sous-espace d’un espace unitaire V' et x € V. Pour y € W les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

l. z—ye Wt
2. d(z,y) = d(x, W).

En outre, pour x donné, il existe au plus un seul y € W ayant ces propriétés.

\,

6.2 Adjonction

6.3 Endomorphismes unitaires, autoadjoints, normaux
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