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Chapitre 1

Applications différentiables

1.1 Espaces métriques

r-‘ Definition 1

Soit X un ensemble. On appelle distance ou métrique dans X toute applicationd : X x X —
R telle que :

1) d(z,y) > 0etd(z,y) =0z =y,

2) d(z,y) = d(y, ),

3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) V,y, z € X (inégalité du triangle.)

.

En voici quelques exemples.

,—| Exemple 1

Soit :

0 siz=y
d(fv,y)Z{

1 siz#y

d est bien une métrique.

.

,—l Exemple 2

Soit X = R", etd(z,y) = sup|z;—y;|, o x = (z1,...,2,) E R ety = (y1,...,ys) € R™.

Soita € X, I'ensemble £ = {x € X |d(x,a) = r} = S(a,r), est la sphére de rayon r
centrée en a.
— dans 1)on a:
0 si0<r<1
Sla,r)=<¢ X —{a} sir=1
0 sir>1




— dans2)ona:
S(0,r) = {z|sup|z;| = r}

Exemple 3 ]

X =R d(z,y) =v/ > (x — 4:)?

,—‘ Exemple 4 |

X =R"d(z,y) = >0y |zi — uil-

En effet : |z; — yi| < |z — 2] + |20 — i,

donc: d(z,y) = | —yl| <d(z,2)+d(zy).
i=1

Remarque 1 }

R™ avec la métrique 3) est I’espace euclidien, avec la métrique 2) c’est I’espace “sup”. ]

Soit Cy([a, b]), I’ensemble des fonctions continues dans I’intervalle [a, b]. Les applications sui-
vantes définissent des métriques :

1.2 Connexité

1.3 Différentiabilité

1.4 Dérivée d’ordre supérieur
1.5 Sous-variétés dans R"

1.6 Partition de ’unité



Chapitre 2

Intégration

2.1 Intégration dans R”

r-‘ Definition 1

Une 2-forme différentielle dans un ouvert ¢/ de R™ est une application

w: UXxR"XR"— R
(x;€1>€2> = w($;£1;£2),

différentiable, dépendant linéairement en chacune des variables ;, et telle que w(z; &, &) =

—w(z; &, 61)-

.

Exemple 1

w(z; &1, &) = det(&q, &) est une 2-forme dans R?.

Exemple 2

Soit X : R* — R? un champ de vecteurs différentiable. Alors w(z; &, &) =< X(2);6 A
&) > est une 2-forme.

,—‘ Exemple 3

Si f:U C R? — R? est une paramétrisation locale d’une sous-variété de dimension 2,0n
définit alors :

/f o= [[ @it o) fuu, ). Sl o) dude,




ou: f, = % fet:f,= % f. Avec cette définition on a :

Jo= e
1 foh

ou: h:V — U est un difféomorphisme a jacobien positif.

\,




2.2 Formes différentielles dans un ouvert de R”

r-‘ Definition 2 <

Soit U C R" ouvert, une p-forme différentielle dans U est application différentiable :

a: UXR*"x---xR* — R
('T;gla"'vfp) Ha(x;gla"wgp)?

telle que a(z; &y, . . ., &) dépend linéairement de chaque variable ; séparément.
o est symétrique si a(z; &1, - - - o(p)) = @(x;&1, ..., &) pour toute permutation o de
{1,...,p}.
o est antisymétrique si o(x; Eo(1, - - -, Eop)) = sign(o)a(x; &1, ..., &p).
Remarque 1 }
Une 0-forme est une fonction différentiable dans U/. ]

Notation 1

TPU), AP(U) et SP(U) désignent respectivement I’ensemble des p-formes différentielles
dans U, des p-formes antisymétriques et des p-formes symétriques dans .

Proposition 2.1 }

TPU), AP(U) et SP(U) sont des espaces vectoriels réels fermés pour la multiplication par
les fonctions différentiables.

Preuve. Sia, 3 € TP(U) et \,p € TOU) (=C=U)):
(Aa + pB)(x; 61, - - ,£p> = ANz)a(r; &1, 75;)) + p(x)B(z; 61, - - 75;0)

etc....
Clair.

Exemple 4

Soit A/ C R™ un ouvert.
p = 0: UneO-forme dans ¢/ est une fonction différentiable dans /. Clairement 7°(U) =

AU = SOU) = C=(U).



Remarque 2 (Convention sommatoire d’Einstein)}

Si une quantité dépend de plusieurs indices, on convient de sommer sur les
indices qui apparaissent deux fois, une fois en haut et une fois en bas.

p=1:

b)

i
I
N

a) Une I-forme est une application

w: UxR* SR
(7;€) = w(z;9).

Si& =737, &%, cequel’on notera : {'e; (o e; est le i vecteur de base cano-
nique), alors : '

w(w; &'e;) = E'w(x;e;).
Si f € T°(U), on définit df € T(U) par :

df(z;8) = Df(x)(E).

En particulier, si z° : U/ — R désigne la fonction qui, a z, fait correspondre sa i¢
coordonée, alors :

da'(z;€) = Da'()(¢) = 2'(§) = €.
Ainsi, pour toute 1-forme w, nous avons :
w(z;€) = Ew(r;e;) = w(wse;) da'(§).
En définissant : a;(7) = w(x;e;), a; € T°(U) ona:
w = aq; dz'.

(D’ou la dénomination de forme différentielle.)
Si X : U — R" est un champ de vecteur dans U/, on lui associe la 1-forme

X(z;€) =< & X(x) >

(ou < -, - > est le produit scalaire euclidien).
Réciproquement, a chaque 1-forme w dans U correspond un champ de vecteur

w(x) = w(z;e;)e;.

Par exemple, si f € T°(U) : df = gradf.
Eneffet: df = 2hdalet: 2L(z) = df(z;e;).

Remarquons encore que : w = w etque : X = X.




Definition 3

On appelle métrique de riemannienne (ou de Riemann) une 2-forme symétrique et définie
positive dans U/.

2.3
24
2.5
2.6

Remarque 3

w est définie positive si w(z; &, &) > 0 pour tout x € U et pour tout £ # 0.

Différentiation extérieure
Fonctionalité des constructions précédentes
Globalisation de la notion de forme différentielle

Intégration p-dimensionnelle dans R"



Chapitre 3

Fonctions analytiques d’une variable
complexe

3.1 Fonctions holomorphes

3.1.1 Rappel

On considere C comme un R-espace vectoriel avec la multiplication :
(z,y) (@, o) = (xa’ —yy', 2y + 2'y).

Pour cette multiplication C est un corps avec I’élément neutre 1 = (1,0) et I'inverse de (z,y) # (0,0) est
@(%, _y)‘

On introduit les notations :

a) 1=(1,0)

b) i = (0,1).

Alors (,y) =z -1+y-ieti?=(-1,0) = —1.

Le conjugué de z = x4+ yiestz =x — yi,etona:

2z = (x2 + y2,0) =2+ = |z\2.

|z| = V/2Z est le module de z.
Si 6 € [0, 27[ est ’argument de z # 0, i.e. tel que :

z = |z|(cos O + isinf) = |z|cish,

on note arg z = 6
Si z1 = |z1|(cos(61) + isin(f)) et zo = |z2|(cos(f2) + isin(f2)) alors on obtient :

2129 = |z1||22|(cos(01 + 62) + isin(fy + 02))

et:arg(z122) = (argz1 + argze) mod 2km.

En fait, la multiplication par un nombre complexe a de module |a| et d’argument arg a = 6 est la similitude
de R?(= C) composée de I’homothétie de rapport |a| et de centre O = (0, 0) et de la rotation d’angle § autour
de O.



,—‘ Propriété 3.1 N\

z +— Z est un automorphisme du corps C, i.e. :

Z122 = 2122

z1 + 29 = 21 + 22.

. S

3.1.2 Fonctions holomorphes

,—[ Proposition 3.2 } \

Soit f : U — C, avec 290 € U et U C C ouvert, une application, alors les propriétés
suivantes sont équivallentes :
i) f est différentiable en z,, comme application de U dans R? et sa dérivée est C-
linéaire.
i) f(z,y) = u(z,y) +iv(x,y) est différentiable en zo = (xo, yo) et ses composantes u
et v vérifient les équations de Cauchy-Riemann :

ou B ov
dr  dy
ou B ov
oy Oz
ity 1 L0 P = FG0) e
h—0 h

\, J

Preuve. i)=ii) Ona:

etavec 1 = e :

Par C-linéarité :

D’ou il suit que :

ii)=i) Ona:




Les équations de Cauchy-Riemann (CR) impliquent :
D f(20)(i) = iDf(20)(1) = Df(20)(iw) = iDf(z0)(w).
Posonsa = a; +ias € Cetw € C,ona:

Df(z0)(aw) = Df(z0)(a1w)+ Df(20)(iazw)
= a1Df(20)(w) +iazD f(z0)(w)
= aDf(z0)(w),
d’ou la C-linéarité.
i)=-iii) Remarquons que si D f(zp) est C-linéaire, ¢D f(zo) est entierement caractérisée par Df(20)(1) = f'(z0).

En effet :
Df(20)(x +iy) = xf'(20) +iyf' (20) = (x +iy) f'(20)-
On a alors :
f(z0 +h) = f(z0) = Df(20)(h) + 77(20, 20 + h),
d’ou :
flzo + h})L —JGE) _ppg)a) +
= (e + 22O ER)
—0
Ainsi : L
}LE&) f(ZO + })L_ f(ZO) — f/(ZO)-
#
iii)=1) Soit
F(z0) = lim f(zo+h)— f(Zo).

h—0 h
#
Posons 7¢ (20, 20 + h) = f(20 + h) — f(20) — f'(20)h, alorson a:

lim r#(z0,20 + h)

h—0 h =0,
#

par définition de la limite. Donc r est d’ordre 1 et ’application h — f’(z9)h est C-linéaire.

Definition 1

f est holomorphe en 2, € U si elle vérifie I'une des conditions de la proposition ci-dessus.
Elle est holomorphe en U si elle I’est en tout point de U.

Exemple 1

P(z)
Q(2)

holomorphes en dehors des zéros de ().

ou P, () sont des polyndmes, avec () # 0, sont

Les fonctions rationnelles f(z) =

10



,—[ Exemple 2 (L’exponentielle)}

Définissons z +— e par :

z

e® = e"(cosy +isiny),

ou z,y € R sont définis par z = x + 7y. Cette fonction est holomorphe, car elle est diffé-
rentiable partout, on a

Ou  O(e” cosy) d(e®siny)  Ov

%— ag} = € COoSY = ay _a_y
%——e””sin _ o
By Y= "o

donc f(z) = e est holomorphe dans C, et imf = f(C) = C — {0}. Le module de f ne
s’annule jamais : | f(z)| = e” # 0
Si|a| € C — {0},onaa = |a|(cos@ + isin ) et on a encore |a| = ™4,

Si
z=Inla|+iarga
alors
e® = |al(cos @ +isinf) = a.
On a aussi

€0 cos Y, 2
= 20 ="
€"0 sin g

f'(20) = f(z0) (#0).

SIS

D (20)(1) = f(z0) = (

ce qui implique

Ona:

det (D) = e (7(5) 1))
= (uavy — uyvy) (20) = (uz)?

= |f"(=0)]* > 0,

(ou nous avons utilisé la notation f, = %.) Ainsi f est localement un difféomorphisme. On
peut voir de plus que les difféomorphismes définis par des fonctions holomorphes conservent
I’ orientation (car leur jacobien est positif.)

Finalement nous constatons que f est périodique de période 2im

f(z 4+ 2ikm) = f(x +i(y + 2km)) = f(2).

11



,—‘ Exemple 3 \

La fonction f(z) = 1 est holomorphe dans C — {0}.
. z
On peut écrire f(z) = =i
C’est I’inversion par rapport au cercle unité centré a 1’origine w — w’, w # 0, et w’ est
sur la demi-droite issue de 1’origine et passant par w et tel que |w||w’| = 1.

. S

Definition 2

Un difféomorphisme ~ : U — V, U,V ouverts dans C, est conforme si la dérivée Dh(z)
préserve les angles Vz, € U.

Préserver les angles signifie que :

< &> _ < Dh(z)(&), Dh(zo)(n) >
el ~ DRG0 DRG0 ()]

v£77] S R? — {0}
Les applications conformes sont donc les difféomorphismes 5 tels que Dh(zy) est une similitude
pour tout zy € U, i. e. une composée d’homothétie et d’une ransformation orthogonale.

Propriété 3.3 }

f U — V est holomorphe avec f’ # 0 partout dans U si et seulement si f est un difféo-
morphisme conforme qui préserve 1’orientation. 0

/—[ Propriété 3.4 } N
Soit I/ un ouvert de C et f : I/ — C une fonction holomorphe C2, alors les parties réelles et
imaginaires de f sont des fonctions harmoniques (i. e. A(Sf) = A(Rf) = 0).

Réciproquement, si u est une fonction harmonique dans U, et si U est contractile, il
existe v harmonique dans U telle que f(z) = u(z) + iv(2) soit une fonction holomorphe.

. S

Preuve. Posons
f(z) = u(z) +iv(z) avec u,v € C°.

On a
u?‘,'v = U?y é u7‘rx = _v7xy

et
Uy = —Vgz = Uyy = —Vyz,

et en additionnant membre a membre on obtient :

AU = Ugy + Uy, =0.

12



Réciproquement soit u une fonction harmonique, cherchons v telle que

Vy = Ug

'U,x == —'U/’y.

Pour cela il faut que dv = u,dy — u,dx soit une forme différentielle fermée. Ce qui se vérifie
aisément puisque
d(uzdy — uydr) = Audr Udy = 0.

On définit alors : f(z) = u(z) + iv(z) qui est alors holomorphe. O

3.2 Théorie de Cauchy

,—{ Remarque 1 } \

Au lieu de considérer des formes différentielles a valeur réelle, on peut aussi bien considérer
des formes différentielles a coefficients complexes. Une telle p-forme différentielle dans un
ouvert U/ de R" sera une expression de la forme :

Z Qi ... Z-p(u)duil A Adu,

1<iy <--<ip<n

...... i, 1 U — C est différentiable. du™ A --- A du’» forme une base des p-formes a
valeurs complexes, comme module sur les fonctions différentiables dans ¢/ a valeurs dans

C.

. S

,—‘ Exemple 4 N

SiU C C toute 1-forme s’écrit de maniere unique

a(z)dx + b(z)dy

ou a, b sont des fonctions a valeurs complexes. Dans ce cas on peut aussi prendre comme
base de A'(U; C) les formes différentielles :

dz = dx + idy dm:dz—;_dz
dz = dz — idy dy:w.
7

Propriété 3.5 }

f : U — C est holomorphe si et seulement si f(z)dz est fermée.

13



Preuve. Si [ = u + v, alors

f(2)dz = (u+iv)(dz +idy) = (u + wv)dx + (—v + u)dy,

d’ou
d(f(z)dz) = [(uy +ivy) + (—vz +tuy)| de Ady
=0& {u’y s
Vy = —Ug
Ce sont les équations de Cauchy-Riemman. [

Théoréme 3.6 (de Cauchy)

Soit f : U — C une fonction holomorphe (qui est C?) et O un ouvert borné avec O C U et
une partie singulieére de 0O finie. Alors

f(z)dz=0
20

Preuve. Par le théoreme de Stokes on a :

aOf(zmz:/Od(f(z)dz):/o:o.

o
]
Propriété 3.7 (Formule de Cauchy)
Soit O un ouvert borné de C avec un nombre fini de points singuliers dans son bord, f une
fonction holomorphe au voisinage de O, alors pour tout z € O ona:
1 f(©)
f(z) = 5= dc.
2mi Joo (¢ — 2)
Preuve. Observons que g(¢) = % est holomorphe dans O — {z} et, en fait, quel que soit r > 0

assez petit O’ = O — B(z, r) est un ouvert borné, avec un nombre fini de points singuliers sur le bord
et g(¢) est holomorphe dans un voisinage de O'.
On peut donc appliquer le théoreme de Cauchy et en déduire que :

/ 9(Q)dC =0
o0/

(Ie bord étant muni de I’ orientation induite par celle de O :

90" =900 U (—9B(z,1)),

14



FIGURE 3.1 — Définition de 1’ orientation des bords.

et I’orientation du bord du trou est opposée a celle de la boule.)
On a donc

| s@ac= [ goac- [ g0ac=o
00’ 00

9B(z,r)
Ainsi

/ gQ)dc = [ g(0)d¢
OB(z,r)

00

pour tout 7 > 0 assez petit. Calculons |, 9B(zr) g(¢) d¢. On paramétrise OB(z,r) par v : [0,1] — C
par: '
v(t) = z + re*™

(de sorte que le cercle est orienté positivement.) On a alors

’7*9(§) dC = g(Z + T€2mt) d(z + TeQm‘t)
= g(z + re™")r 2mite®™" dt
Ainsi 1
/ 9(¢)d¢ = / omirte?™ g (z + re®™) dt.
OB(z,r) 0
Mais on a f( 2 .t>
omity _ J (2 +1re’™
g(z +re®™) = e

donc

1 .
/ g(¢)d¢ = 27rz'/ f(z+re?™) dt
OB(z,r) 0

15



r—[ Corollaire 3.8 }

Avec les notations précédentes, si f est holomorphe C, alors f est indéfiniment dérivable
au sens complexe et

K
fO) = —/BO %dg vz e 0.

21

.

Preuve.

,—[ Théoréme 3.9 (de Morera (réciproque du théoreme de Cauchy))}

Soitf un ouvertde Cet f : i/ — C continue et supposons que pour toute région triangulaire
ACU:

f(z)dz=0.
oA

Alors f est holomorphe dans Y.

\,

Preuve.

[—[ Corollaire 3.10 }

3.2.1 Le logarithme

3.3 Série entieres

3.4 Fonctions méromorphes

16



Chapitre 4

Equations différentielles

17



	Applications différentiables
	Espaces métriques
	Connexité
	Différentiabilité
	Dérivée d'ordre supérieur
	Sous-variétés dans Rn
	Partition de l'unité

	Intégration
	Intégration dans Rn
	Formes différentielles dans un ouvert de Rn
	Différentiation extérieure
	Fonctionalité des constructions précédentes
	Globalisation de la notion de forme différentielle
	Intégration p-dimensionnelle dans Rn

	Fonctions analytiques d'une variable complexe
	Fonctions holomorphes
	Rappel
	Fonctions holomorphes

	Théorie de Cauchy
	Le logarithme

	Série entières
	Fonctions méromorphes

	Équations différentielles

