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Chapitre 1

Relativité restreinte

1.1 Introduction

Le point de départ de la théorie de la relativité restreinte provient de la constance de la vitesse de la
lumiére dans le vide. Elle est désormais 1’étalon de mesure pour le métre et est considérée comme une constante
universelle a laquelle on a attribué la valeur exacte

c = 299'792/458 ms~*.

Sans revenir sur les expériences a résultats nuls qui sont en accord avec cette hypothése, reprenons quelques
expériences de pensées qui conduisent & des résultats remarquables, conséquences de ce postulat.

1.1.1 Relativité de la simultanéité

Deux événements sont dits simultanés s’ils ont lieux en méme temps pour un observateur donné. L’expérience
du train d’Einstein, montre que cette notion n’est pas absolue.

Selon Newton, le temps est absolu et s’écoule de maniére identique pour tous. Aussi, si deux événements
sont simultanés pour un observateur O, ils seront également simultanés pour tout observateur d’inertie O’ qui
observe ces mémes événements. Cela ne dépend en outre pas de I’état de mouvement de cet observateur par
rapport a O.

Avec Einstein considérons un train voyageant a vitesse constante. Supposons qu’a un certain moment, il
passe devant un observateur situé le long des voies. Dans un wagon du train, il y a un voyageur immobile dans
le wagon. Au milieu du wagon se trouve une lampe. Lorsque la lampe passe devant ’observateur le long des
voies, elle s’allume subitement en émettant des photons dans toutes les directions.

Nous nous intéressons aux photons émis vers 'avant et vers l’arriére. Comme la lampe est placée exactement
au milieu du wagon, le voyageur verra les photons arriver exactement au méme instant sur la paroi avant et sur
la paroi arriére du wagon.

Mais supposons que le train avance a la vitesse V' le long des voies que nous considérons étre le long de 1'axe
Oz, pour l'observateur le long des voies. Supposons encore que le wagon ait une longueur 2L. Ainsi, a I'instant
ou la lampe s’allume, la lampe a comme coordonnée = = 0, la paroi avant x = L et la paroi arriére z = —L.

Les photons voyagent & la vitesse de la lumiére ¢ vers ’avant et vers I'arriére.

Les photons qui voyagent vers ’avant, atteindront la paroi avant au temps t, tel que

Cta:L+Vta <~ ta:m.

Les photons qui voyagent vers l'arriére, atteindront la paroi arriére au temps ¢

L
cty,=—L+Vty, & t, = cr Vv
Clairement t, < t,, autrement dit, la paroi arriére sera éclairée avant la paroi avant. Du moins c’est ce que
Iobservateur le long des voies verra.

Cette simple expérience montre que le voyageur et ’observateur le long des voies ne sont pas d’accord sur
la simultanéité des événements ‘la paroi arriére est illuminée‘ et ‘la paroi avant est illuminée’ : la simultanéité
dépend de I'observateur.

Nous verrons par la suite que la plupart des paradoxes apparents de la relativité restreinte sont des manifes-
tations du fait que la simultanéité des événements n’est pas une notion absolue, amis dépend de 1’observateur.



1.1.2 Dilatation du temps

On considére deux miroirs paralléles entre eux et paralléles & Ox et séparés par une distance % Un faisceau
lumineux oscille d’un miroir a l'autre, orthogonalement aux miroirs et & Ox. Dans le référentiel de repos de
I’horloge, le temps t d’un aller-retour est lié a ¢ par
L

c

t =

Un observateur en mouvement selon Ox & la vitesse —v observe 1’horloge. Pour lui, I’horloge est animée d’une
vitesse v selon Ox. Lors d’un aller-retour, il mesure un temps ¢’ tel que

ct! =02+ 022 & At =02 0%

d’oul
42 02 c2t?
2 —v2 2 -2
t = !
v2
ez
En posant y = —= —,0n a
1-2;
t' =t

1.1.3 Contraction des longueurs

Le phénoméne de contraction des longueurs peut également étre mis en évidence par 1’horloge & lumiére.
Tournons ’horloge & lumiére de 90° afin que la lumiére oscille dans le sens du déplacement, selon Ox. Dans ce
cas, le lien entre ¢ et t est encore

{=ct

dans le référentiel au repos de 1'horloge.
Dans le référentiel en mouvement, ’observateur voit la lumiére osciller avec une période t'. D’aprés la
discussion précédente, on a

, 14
t=qt="-
c
ou £ = ct est la distance aller-retour dans le référentiel de repos des miroirs.

Clairement, la distance entre les miroirs dans le référentiel en mouvement ne peut pas étre £, notons-la #'.
C’est la longueur qu’a I'horloge lumineuse de longueur “propre” ¢, lorsqu’elle est en mouvement & la vitesse v
par rapport & un observateur.

Dans le référentiel ou les miroirs avances a la vitesse v, considérons le miroirs arriére comme premier miroir,
le miroir de départ de la lumiére. La lumiére partant du premier miroir doit rattraper le second miroir qui
avance 2 la vitesse v. Elle met un temps t/, pour atteindre le second miroir

’ ¢

€ L
t ot =2,
2+U“ ¢ c—w

r_
ct, =
Une fois arrivé le faisceau lumineux est réfléchi en direction du premier miroir, qu’il atteint aprés un temps ¢,

Z/
ct’zé—/—vtrﬁt’: 2
r 2 " ec+4w

Le temps total d’un aller-retour dans le référentiel en mouvement sera mesuré comme

4 1 1 c !
/ / / / 2
t tathT < - > ECQ E’y ’

c—v c+v — 2

soit

/ V2
EIZE 1_§

Cette relation montre que ’horloge lumineuse en mouvement semble plus courte que lorsqu’elle est au repos. Il
en va de méme de la longueur de tout objet dans le sens de son déplacement.




1.1.4 Paradoxes apparents

Les relations que l'on vient de rencontrer peuvent mener & des situations étranges, qui nous mettent mal a
I’aise.

Paradoxe du garage

Soit une voiture de longueur L = 5 m dans son référentiel de repos. Soit encore un garage de longueur L
dans son référentiel de repos également. Initialement la porte arriére du garage est fermée et la porte avant est
ouverte. On suppose que le garage est équipé de portes automatiques d’un systéme d’une rapidité fulgurante.
Dés que I'avant du véhicule touche la porte arriére du garage, celle-ci s’ouvre et la porte arriére se ferme.

Le véhicule avance en direction du garage a la vitesse v = %c. Un observateur assis sur le toit du garage voit

L

le véhicule avancer dans sa direction, mais ce véhicule a une longueur L' = TE = %L = 3 m. Le garage est
-

donc assez long pour contenir toute la voiture a un instant donné. Aussi, lorsque ’avant du véhicule touchera la
porte arriére du garage, la porte avant peut se fermer sans probléme, la voiture sera complétement & 'intérieur
du garage.

Le pilote, quant a lui, voit le garage avancer vers lui & une vitesse v = %c. Pour lui, c’est le garage qui ne
mesure que 3 m. Aussi, selon lui, lorsque ’avant du véhicule touchera la porte arriére du garage, il restera encore
2 m de véhicule dehors du garage. Si la porte avant se ferme, le véhicule sera abimé.

Le probléme apparent est que deux observateurs qui regardent la méme scéne semblent arriver & des conclu-
sions totalement différentes. Nous verrons plus loin la résolution de ce paradoxe apparent.

Paradoxe des jumeaux(de Langevin)

Dans le cas du paradoxe des jumeaux de Langevin, deux jumeaux identiques décident de se séparer le temps
d’un voyage. Le jumeau 1 décide de partir vers une étoile voisine, disons a-Proxima, située a 4.5 années-lumiéres
de la Terre, tandis que son jumeau l'attend sur Terre.

La vitesse du voyageur est d’environ v = 2c¢. Aussi, son jumeau (le numéro 2) attendra son frére pendant

5
9a.l.
= 73

5
en mouvement qui doit avoir un temps dilaté n’est que de t' = yt = %t = 12 ans. Aussi, pour le frére en

mouvement, la durée écoulée n’est que de 12 ans. Lorsqu’il reviendra sur Terre, il aura 3 ans de moins que le
jumeau resté sur Terre.

Mais du point de vue du voyageur, c’est le jumeau resté sur Terre qui se déplace a la vitesse v. Donc c’est
le jumeau terrien qui devrait étre plus jeune, lorsque le voyageur revient sur Terre.

La encore, les situations au retour du voyageur sont irréconciliables, apparemment, selon le point de vue.

t = 15 ans (pour Daller-retour). Or cette durée, lorsque le sédentaire la compare a celle de son frére

1.2 Espace-temps

Soit un observateur O. Nous appellerons événement pour l'observateur O un point de ’espace P de coor-
données spatiales dans le référentiel de O P(zp,yp,zp) avec une quatriéme composante notée avant les autres
(composante numéro zéro) qui est le temps auquel on considére ce point de l’espace. Aussi, ’événement P aura
comme coordonnées (ctp,zp,yp,2p) ' On appelle espace-temps I'ensemble de ces événements.

La vitesse de la lumiére est la méme dans tout référentiel d’inertie. Tous les observateur d’inertie mesurent
la méme valeur pour la vitesse de la lumiére. Aussi, deux événements P(ctp,zp,yp,zp) et Q(cty, 20, Y0, 2Q)
liés par un faisceau lumineux sont liés au temps de passage de la lumiére en ces événements par

Cltp — tRl = (S(P,Q)
ce qui peut s’écrire
Atp —tr)? = (xp —2)” + (yp — yQ)* + (2p — 20)>.
Si P et () sont séparés par des coordonnées infinitésimales, on peut écrire

Adt? = da? + dy? + dz2?

ou, ce qui revient au méme,
Adt? — dz® — dy? — dz* = 0.

Pour deux événements quelconques infinitésimalement proches, on peut définir 'expression
ds? = Adt? — dx® — dy® — d2?

qui ne vaut plus zéro s’ils ne peuvent étre reliés par un rayon lumineux.

1. Le facteur ¢ devant la coordonnée de temps permet d’avoir des coordonnées mesurées en métre.



a) Si ds? > 0 on dit que les événements sont séparés par un intervalle du type temps.
b) Si ds? < 0 on dit que les événements sont séparés par un intervalle du type espace.

c) Si ds? =0 on dit que les événements sont séparés par un intervalle du type lumiére ou qu’ils se trouvent sur
le cone lumiére.

Ces séparations de ’espace-temps pour les événements par rapport a un événement de référence P déterminent
le partage de I’espace-temps en 4 zones distinctes :

a) Le futur : 'ensemble des événements @ liés & P par un intervalle du genre temps et pour lesquels At > 0.
b)
¢) Le cone-lumiére : L’ensemble des événements @ liés & P par un intervalle lumiére.
d)

Le passé :I'ensemble des événements ) liés & P par un intervalle du genre temps et pour lesquels At < 0.

L’ailleur : I'ensemble des événements @ liés & P par un intervalle du genre espace et qui ne peuvent étre
atteint, ou qui ne peuvent atteindre P, par aucun signal.

Cette division de l’espace-temps est universelle. Tous les observateurs inertiels concordent sur les événements
de ces ensembles.

Comme les signaux ne peuvent se propager plus rapidement que la lumiére, une relation causale ne peut
exister que pour des événements liés par un intervalle du genre temps.

1.3 Transformations de Lorentz

Etant donnés deux événements F(ct,z,vy,z) et E'(ct’,2',y’,2'), 'intervalle
As = A2 — Az? — Ay? — A2

ne doit par dépendre du référentiel d’inertie dans lequel il est mesuré. C’est un invariant relativiste.
Dans la forme infinitésimale, cet intervalle devient la forme fondamentale

ds? = Adt? — da® — dy® — d=°.
En définissant le tenseur métrique de Minkowski
g = diag(l,-1,-1,-1)
Iintervalle infinitésimal s’écrit
ds?® = Guvdxtdx” .
Un changement de référentiel d’inertie homogéne
't = A" Y

est une transformation de Lorentz, si elle conserve la métrique de Minkowski. La longueur de 'intervalle espace-
temps est alors conservée.
Une transformation de Lorentz inhomogeéne (transformation de Poincaré)

't = Az + ot

conserve également cette quadri-distance.
Une transformation de Lorentz est une combinaison de rotations (qui ne transforment que les composantes
spatiales) et de boosts (qui transforment la composante temporelle avec des composantes spatiales).

1.3.1 Boosts selon Oz, Oy et Oz

Supposons qu'un événement ait comme coordonnées (ct,x,y,z) dans un référentiel R. Supposons encore
qu’'un observateur O’ observe ce méme événement dans une référentiel R’ en mouvement a la vitesse ¥ par
rapport & R et soit (ct’,2’,4y’,2") les coordonnées de ce méme événement dans R’. On veut déterminer les
coordonnées dans R’ supposant connues les coordonnées dans R.

Si a linstant ¢t = ' = 0 les origines des deux référentiels coincident et que I’axe Ox coincide avec 'axe O'z’
qui est 'axe du mouvement, le vecteur vitesse aura comme composante ¥ = (v, 0,0).

vx
’ Ct_?
ct’ =
’U2
ez
, xr — vt
€T =
’U2
=
r_
y =Y
Z =z




v
En définissant 8 = — et v = (1 — 52)% on peut récrire cette transformation
c

ct’ =~(ct — px)
' =~(x— Bet)
yoo=y
2 =z

Pour un boost dans la direction Oy ou Oz on échange simplement x avec y ou z respectivement.

1.4 Groupe de Lorentz et de Poincaré

1.5 Dynamique relativiste

dp o
* _F
dr v

1.6 Tenseur électromagnétique
Des équations de Maxwell homogénes

V-B =0
0B

E+ = =
Verat 0

on déduit de la premiére (absence de charge magnétique) que le champs d’induction magnétique est dérivé d’un

potentiel vecteur A
B=VxA.

dans la deuxiéme (loi d’induction de Faraday) on obtient (en échangeant le rotationnel et la dérivée temporelle)

-,

V x (E + 0,A) = 0.

On en déduit que 'expression entre parenthéses est le gradient d’un champ scalaire

E+ 8,A=—-V¢.
Ainsi .
B =VxA

oA

E =— -

Vo ot

Les potentiels forment les composantes d’un quadri-vecteur contravariant 2
ar =0 A s A= (0 A
c c
En notation différentielle, on peut construire la forme différentielle (ot dz’ = cdt et dax' = dx, dax® = dy et
dr® = dz)
4
c

A= Audat = ¢dt — A-dit = = dz® — A - dZ.

Le tenseur électromagnétique (MTW : de Faraday) s’obtient alors en posant
F =dA=0,A,dz" Ndx”

soit

F= (BZ% + aoAZ)d.’EZ A diCO - (81A2 - 82A1)dx1 A d.’bQ - (81A3 - 83A1)dx1 AN dl’3 - (82143 - 83A2)d$2 AN deS

On a ainsi

—

E
F=—-="1di Nd2" — B,dz" A dz* + Bydz* A dx® — B,da® A da®
C

2. On convient de noter les composantes cartésiennes A;, Ay et A, toujours avec les indices en bas, et de mentionner les indices
covariants et contravariants uniquement avec les nombres (convention de Ryder).



En notant F' = %F wdxh Adz¥, ou F,, = —F),,, on obtient I’expression matricielle du tenseur covariant

0 —Z =
C C C
E,
-=2 0 -B. B,
&
(Fu) g
-~ B, 0 -B,
C
E,
~—~ -B, B, 0

O _ __J =
C C C
E,
= 0 —-B, B,
=
= B, 0 —B,
C
£
C

-B, B, 0

Le tenseur covariant étant une 2-forme exacte >

—~

étant la différentielle d'une 1-forme), on a évidemment *
dF = d*A=0.

En développant cette derniére égalité, on retrouve les équations de Maxwell homogénes, & partir desquelles nous
avons commencé cette section.

On obtient une 2-forme non close en définissant son dual (qui est encore une 2-forme)

F = «F, F,, = %eumﬂFQﬁ.

La différentielle du dual est alors une 3-forme, dont le dual est une 1-forme J
d*F = xJ.

Cette 1-forme J obéit alors a la loi de conservation

d+J=d**F =0.

En posant J = (£,7), 'équation d * F' = .J prend la forme des deux équations de Maxwell inhomogénes (avec

c=1)
V-E p
VxB-0FE =7

1.6.1 Transformation des potentiels lors d’un boost

Considérons un boost qui transforme un référentiel R dans un référentiel R’ en déplacement dans la direction
Ox a la vitesse ¢

¥y By 00

- 00

A=A = gv g 10
0 0 0 1

Le quadri-potentiel se transforme comme un quadri-vecteur A* = (A, A’) avec Ay = %,
AP = A" AV

Ce qui donne lors d’un boost dans la direction Ox

A = (wAt B (As — BA: Ay Az)

soit
At = (v(¢

c

5141)7’)’(1% - ﬁ%)a Ay§ Az)

3. Une forme w est close si dw = 0. Elle est exacte s’il existe une forme « telle que w = da. Il est aisé de montrer que toute
forme exacte est close d(da) = 0. Le lemme de Poincaré affirme que dans un espace étoilé, toute forme close est exacte.

4. En effet, les dérivées secondes obtenues 0;0) A, sont symétriques alors que les différentielles dz? A dz* sont antisymétriques.
Ainsi tous les termes du développement sont nuls.




1.6.2 Transformation des champs lors d’un boost

Considérons un boost qui transforme un référentiel R dans un référentiel R’ en déplacement dans la direction
Oz a la vitesse U

vy =By 00

— 0 0

A=A = 57 g 1 0
0 0 0 1

Le tenseur de Faraday se transforme selon
F'H = AP A FRP.

Concernant les éléments diagonaux on a
g 13 13 Kp
P = AF AP FTP.

Ainsi, en évitant les termes en F”” qui sont nuls, on prend k # p
F/OO _ AOK,AOpFNP _ AOOAolFOI + A01A00F10 _ AOOAO1 (FOl 4 FIO) = 0.

vu que F' est antisymétrique.
Il en va de méme des éléments spatiaux

Jat . AlnAlpFﬁp = ALAL FOUf AL AL R0 = AT AL (FO 4 F10) = .
et pour k € {2, 3}, seuls les termes diagonaux du boost sont non nuls et donc
F'RE = AR AR FRE = 0.
Concernant les termes non-diagonaux
F''O = A A P = AN GAO O+ ALY AP = (—=B7)*(—Ey) + 7°Ey = Ex7°(1 - 5°) = E,.

Ce qui montre que
E, =FE,.

Pour k € {2,3}, avec A¥, =1, ona

F'™0 = AR A PR = AR A PR+ AR A FM = 5(By) — By(=1)" Bs—s.

d’ou I
. E
= = 7<y - BBZ)
c c
B’ E,
—=£ = 'y( + BBy) .
c c

En généralisant ce résultat, avec ¢ = 1, on observe que

Avec Lo
A3 B) -
EH:ﬂ 62 et FB :EfEH
On peut récrire la régle de transformation du champ électrique sous la forme
E'=E\+E
~(B-E . (B-E .
A0B (55D s 5)
11—, =2 S
= (B-E)+~y| E+UxB
Or f?=1- % = 231 ainsi
E’:ﬂ?i(ﬁ E)+~v|E+7xB
1+~




Il reste a calculer les composantes spatiales du tenseur de Faraday. Soit
32 3 A2 732
F'*? = Bl = N°;A%F° = B,.

et
F''% = B = N A% FP® = yF'3 — gy F% = (B, + BE,)

et finalement
F’*' = Bl = N,\' F* = —yF* 4+ yF*' = 4(B, - BE,)

On peut récrire la régle de transformation du champ magnétique sous la forme

B =B+ B,

soit

10



Chapitre 2

(zéométrie Différentielle

Lorsque le méme indice est présent dans une expression, une fois en haut et une fois en bas, une somme sur
toutes les valeurs possibles de I'indice est sous-entendue (convention d’Einstein).

2.1 Variétés différentielles

Soit M un ensemble, U un ouvert de M et ¢ un homéomorphisme de U vers R™. Le couple (U, ¢) est une
carte de M sur 'ouvert U. Soit P € U et ¢(P) = (x',...,2") € R™. Les nombres z’ sont les coordonnées locales
de P par la carte (U, ¢).

Un atlas sur M est un ensemble de cartes {(U;, ¢;) }ier qui recouvrent M

Juvi=m.

iel

Si deux cartes (U;, ¢;) et (Uj,¢;) ont une intersection non vide, alors 'application ¢ o gbj_l établit une
correspondance entre les coordonnées de (Uj, ¢;) et celles de (U;, ¢;) de telle sorte que

¢i(P) =y, ¢j(P)=z, alors ¢;0¢; (x)=y.

Si les ¢; o qﬁ;l sont des homéomorphismes entre ouverts de R™, de ¢;(U; N U;) vers ¢,(U; N Uj), alors M muni
de cet atlas est une wvariété topologique de dimension n.

Si les ¢; o (;5;1 sont des difféomorphismes, alors M est une variété différentielle, de classe C* si les ¢; o d)}l
sont de classe C*.

Une variété vérifie la propriété de Hausdorf si elle est séparable : pour toute paire d’éléments {P,Q} de M
il existe des voisinages Up de P et Ug de @ disjoints.

Une fonction de M vers R définit une fonction induite de R™ vers R définie par fs = f o ¢!, sur la carte
(U, ¢) d'un ouvert U de M. La fonction f est différentiable en P € M si la fonction f, est différentiable en
o(P).

La valeur de la fonction f en P ne dépend pas de la carte utilisée, ainsi, pour tout P € U; N Uj, si
¢i(P)=y et ¢;(P)=u,

alors
fo.(y) = fo,(x) = f(P).
Le gradient de f en P est également un concept indépendant de la carte utilisée, c’est un objet essentiellement
géométrique défini dans une carte (U, ¢) en tant que dérivées partielles de fy. Si (U, ¢;) et (Uj, ¢;) sont des
cartes de M, avec
oi(P)=y et ¢;(P)==x

alors 5 5 .

oet) = o)) = P2
Cette régle de transformation de la carte (Uj, ¢;) a la carte (U;, ¢;) montre que le gradient de f se transforme

comme un vecteur covariant. Un vecteur covariant est également désigné par lexpression 1-forme ou encore
forme différentielle.
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2.2 Vecteurs

Un vecteur tangent d’'une variété différentiable est un objet intriséque défini sans référence a un systéme de
coordonnées. Un vecteur tangent vp en un point P d’une variété M est un opérateur différentiel linéaire du
premier ordre qui agit sur les fonctions différentiables définies sur un voisinage de P. Si (U, ¢) est une carte de
M au voisinage du point P

v(f(P)) = v(f(¢7 (@) = v(fs(2)).

Soit une paramétrisation d’une courbe ¢ de M passant par P = ¢(0)
c:R—=M X— P(A) =c(N).
La courbe ¢ définit alors également une courbe dans R™ via une carte (U, ¢) d’un voisinage de P dans M
cpg =¢oc avec cp(A) = poc(h) =z(N).

Soit v le vecteur tangent & M en P défini par la courbe c. On peut alors écrire que ’action du vecteur
tangent v & M en P le long de la courbe c est

_ Y

dek (A
o)=L =2 ¢

_ 1 9fe
T gk (oA — 3 "

U gk (z)

A=0

ou l'on a posé
dck
k ¢
= — )\
vt= ()

A=0
Cette définition est indépendante de la carte utilisée.
Si PeUNnUjet (Ui, ¢;), (Uj, ¢;) sont deux cartes de M au voisinage de P, on peut écrire

of, af, O™ of,.
_ .k bk ?j _,m ?j
=Yy dy* = Yy ypm ayF =Yz gom

o(f)

avec & = ¢;(P) et y = ¢;(P). Ainsi la loi de transformation des composantes de v est

L 0x™
=0 .
v yk

m

Vg

Cette loi de transformation est la loi des vecteurs contravariants.
On peut ainsi définir le vecteur tangent v en P comme 'opérateur différentiel

— .M 6
v=0v —.
ox™
En définissant les vecteurs e, = %, on peut écrire
v=1v"e,

ou les vecteurs e,, définissent une base d’un espace vectoriel Tp.M appelé 'espace tangent & M en P. Les
vecteurs e, sont les vecteurs tangents a la variété M de I'image des courbes de coordonnées de R™ sur M.

2.3 Formes différentielles 1-formes

L’espace dual Tp M de TpM est 'espace cotangent & M en P. L’espace TpM est I'espace des vecteurs
covariants, ou des formes différentielles.
Soit w € TpM, et v € TpM, l'action de w sur v est

(W, v) = wrv™(0", em)

ol les ™ forment la base duale des e, et vérifient

Ainsi
ol la somme sur m est entendue.
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Il en découle que les composantes de w se transforment, en passant de la carte (Uj, ¢;) a la carte (U;, ¢;),
avec ¢ = ¢;(P) et y = ¢;(P) selon la loi
oz?
sJ ayz .

On note généralement les vecteurs de base de TpM dz*, de sorte que

Wy i = Wy

w= wkdmk
et X
0 ox
k _ _ sk
(dz ,—axm> e O,

2.4 Deérivée d’une fonction entre variétés

Soit ¢ : M — N une fonction lisse entre les variétés M et N. Soit P € M et Q € N tels que Q = ¢(P).
Soit gar : N/ — R une fonction sur A. La fonction ¢ induit sur M la fonction gar o ¢ par

(gn 0 @) (P) = gn(¢(P)) = gn(Q).

La fonction ¢ induit une fonction ¢, (pushforward), parfois notée dpp, entre les espaces tangents Tp M et
ToN en P et @ respectivement,

dep TpM — ToN ou 0 : TpM — ToN

vp = vg = dpp(vp) Up > VQ = PLUP
ou I'image de vp par @, est définie par

(pwvp)(gnr) = vp(gnr o) ou  (dpp(vp))(gn) = ve(gn o @)

Ainsi 'image par ¢, d’un vecteur de TpM est un vecteur de ToN, et cette identification ne dépend pas des
cartes utilisées en P et en Q.

Soit (U, ¢) une carte d’un voisinage de P et (V,4) une carte d’un voisinage de @. La fonction ¢ défini une
fonction entre les coordonnées x du voisinage U de P et les coordonnées y du voisinage V' de )

p=1hopog™"

telle que ¢(z) =y = (¢ (x),...,¢™(x)) ot m est la dimension de . On peut alors calculer les composantes
de ¢,vp en observant son action sur une fonction réelle gy sur N (ou plutot sur la partie de R™ définie par
(V. 4)) )
1 Ogn 0

oy¥ dxt

(Gop)on) = vplon 0 @) = V=0 (g 0 @) = v

de sorte que les composantes de ¢,vp sont

¥
Oxt’

v = (Bavp) = 0"
La matrice des gf: n’est rien d’autre que la matrice jacobienne de ¢, induite par ¢ entre les espaces de
coordonneées. Ainsi ¢, est la dérivée de ¢, que l’on note généralement ¢’(P) ou encore dp(P).

La fonction ¢ induit encore une application ¢* (pullback) de TéN vers Tp M telle que pour toute forme
wq € THN, ¢*wq est une forme wp de TpM,

o THN = TpM

wg — wp = P wg

par
(P wq,vp) = (W, P«up).
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2.5 Tenseurs

Un tenseur est une application linéaire sur les produits tensoriels de Tp.M ou Tp M vers R. Une base des
tenseurs est fournie par les produits tensoriels des vecteurs de base e,, et 8™. Aussi les vecteurs de base de la
forme

er ® em Q0"
définissent un tenseur de Tp M @ TE M @ T'p M vers R de la forme
t=t"",(er @ e @ 67)
ot les coefficients t*™,, sont les composantes du tenseur de type (2, 1) pour 2 fois contravariant et 1 fois covariant.
En effet, les coefficients se transforment lors d’un changement de systéme de coordonnées, selon
wp Ok 0x™ Oy°
“Oye Oy Oxn

(tw)kmn = (ty)

On définit de la méme maniére toute sorte de tenseurs de degré (p, ¢) divers en construisant une base adéquate
et en produisant des combinaisons linéaires de ces éléments de base.
De maniére générale, un tenseur T de type (p, q) est une application

T:QTEMEQTpM — R.
14 q

Un tel tenseur opére sur p formes et ¢ vecteurs
T(wiy-.,wWp;V1,-..,0q) €R.
Un représentant d’un tenseur 7" de type (p,q) dans une base e, #” donnée est défini par ses composantes
T g, B,

La contraction d’un tenseur T avec ses arguments s’écrit alors

T g 8,Wlay - .wp,apv’fl .. .vgq.

Le propre d’un tenseur est que sa valeur, lorsqu’il est évalué sur des formes et des vecteurs, ne dépend pas
du systéme de coordonnées utilisé. Ainsi, ses composantes se transforment selon les régles de transformation des
formes et des vecteurs. Les indices contravariant (supérieurs) se transforment comme les vecteurs et les indices
covariants (inférieurs) se transforment comme les formes.

Par exemple on a, pour un tenseur (1, 1)

’ ’

T gwav? = (T')* pr(W)ar (v')°

avec 5
Ox™ / o(x")
’ nNB _— B8
W)e = Wa v et v v
(©)o “o(x') ) 0zb
Ainsi, pour conserver 1'égalité de la valeur du tenseur dans les deux systémes de coordonnées, il faut que

Az 9P

ne' o
(T) ﬁ/_T B Ore a(x/)ﬁz-

2.6 Dérivée de Lie

Soit V' un champ de vecteurs sur une variété M tel qu’en tout point P € M, V définit un vecteur V(P).
Le champs de vecteur V génére un flot fy (¢, P)

fv(o,P) d— M
t— Pt = fv(t)

pour tout P € M et pour tout ¢ € I, un intervalle I CR, 0 € I, si

fv(0,P)=P
et que
de(taP) _

t
On dit que fy (¢, P) est une courbe intégrale du champs de vecteur V.
Le flot fy définit un déplacement sur M qui permet de définir une dérivée, la dérivée de Lie de champ V.
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2.6.1 Dérivée de Lie d’un vecteur

Soit P € M et f; = fy(t, P) le flot passant par P = fy, en t = 0, et défini par le champs de vecteur V.
La dérivée de Lie d’un vecteur v est le vecteur défini par la différence entre le vecteur du champs v évalué en
ft = fv(t, P) = P’ et ramené en P par le flot du champs V et le vecteur du méme champs v évalué directement
en P

Low) = lm (70 )els, ol

Ainsi, v|y, est évalué en f; = P’ et pour ¢ — 0, on a

O(fi) =« + 1tV (z)

dans une carte (U, ¢) de M contenant P, ot & = ¢(P) et ou V est le vecteur des composantes de V.

Or
ov(z)™

ol = (6l = oo+ 7 e,

soit

o -, Ov*(x
U\ft = (v (z) + tV* &T(“ )) ea|ft

dans la base e, en f;.
Enfin, f_;, raméne ce vecteur en P et comme

(f=t,v)g =v[go fi]

(el = (oo + 0728 O (e i)
— (v(a:)” + v ag(;;)y) (6% - t%i:)
_ (vw o L )
Ainsi

Oxh

Ly (v) =[V,v] = (‘7“ ag(;u)ﬁ - U(z)M8V“> .

On vérifie que Ly satisfait la régle de Leibnitz et est linéaire pour ’addition des vecteurs
1. Ly(u+v) =Ly (u)+ Ly (v)
2. Ly(u®@v) =Ly(u) @v+u® Ly (v).

2.6.2 Dérivée de Lie d’une fonction

De plus, sur une fonction f, on a

2.6.3 Deérivée de Lie d’une 1-forme

Il en découle que pour une 1-forme w on obtient

Ow,, oVH
— (yrT IV dwv
Ly (w) < Dl +w, Do > dx

La dérivée de Lie d’une 1-forme est encore une 1-forme. En effet

Ly (w,v") = Viw,w”] = VY0, (wuv”) = VY (Oywy)v” + VP w,0, vt
D’autre part

Ly (wuv!) = Ly (wy)vh +wu Ly (vH)
Ainsi
Ly (wy,)v" =V (Oywy)v” + VVw,d,v" — w, Ly (v")

soit

Ly (wy,)v" =V (Oywy)v” + VVw, oot —w, (VYO0 — 0”0, VH).

Les deux termes du milieu s’annulent, d’otu le résultat annoncé.
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2.7 Meétrique

Une métrique g sur M est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur TpM ® Tp M qui s’écrit
g = gudz" @ dz”,
avec
g(u,v) = g(v,u) = Guv = Gup,
et non dégénérée signifiant que pour tout u € Tp M non nul, on a
g(u,u) # 0.
Appliquée sur deux vecteurs, le tenseur métrique donne le produit scalaire des deux vecteurs
g(u,v) = guuv? (dz”, 0,)(dx”, Dg) = guu®vP 6" 0" 5 = g, utv”.

Le tenseur métrique g permet de définir une application g : TpM — TpM, qui, définie pour un vecteur
u € TpM, donne 'image
g(u) = g(u,®) = gputde” = u,dz".

Cette image appliquée sur un vecteur v fournit le produit scalaire g(u,v). Partant de écriture de g, on a
g(u) = gu®(da”, 0n)de” = g utde” = u,da”.

Ce qui montre que g(u) est bien une 1-forme. Autrement dit, le tenseur métrique permet de transformer un
vecteur contravariant en une 1-forme, un vecteur covariant, en abaissant l'indice.
En notant ¢g" 'inverse du tenseur métrique

guagow - 55

il s’agit d’un tenseur deux fois contravariant
9"’ 0, ® 0,

et en appliquant g"” a la 1-forme définie par le vecteur u on obtient
g uy = g" gapu® = Shu = ut.

Ainsi g"” permet de monter les indices et transforme une 1-forme en un vecteur.

Le tenseur métrique peut également étre utilisé pour monter ou descendre les indices des tenseurs. En
effet, pour chaque indice covariant qui est monté par ¢®?, le vecteur sur lequel agit cet indice voit son indice
contravariant baisser par gg-. Or g*? gpy = 0% est la matrice unité. Ainsi rien ne change au niveau la contraction
du tenseur avec ses arguments et la valeur obtenue lors d’une telle opération ne change pas.

2.7.1 Temps propre
Soit la métrique de signature —2 selon la convention de [LL]
ds® = Juvdxtdx’ = goo(dxo)2 + 2g0;dzdzt + gijdmidxj

ol dz* est un déplacement infinitésimal dans I’espace-temps entre z# et z* + dz*. ds® est un invariant par
changement de coordonnées et en un lieu donné, on a dz* = 0 avec i € {1,2, 3}.
Ainsi
ds* = goo(dx®)?
Avec dz® = cdt et en posant ds? = c2dr on obtient
dT2 = goodt2

avec t la coordonnée temporelle et 7 le temps propre. Ainsi

dt = \/goodt.
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2.7.2 Meétrique spatiale locale
Avec la métrique de signature —2
ds® = guydx“dxy = goo(dx0)2 + QQOidﬁodii + gijdmidxj

On veut calculer la distance spatiale df qui sépare deux événements A et B situés en z# et x* + dx* respecti-
vement, dans le référentiel ou ils sont simultanés. Pour cela on envoie un rayon lumineux de A vers B, qui est
réfléchi en B et revient en A. Le temps aller-retour de ce rayon multiplié par ¢ donne A(dz?) = 2d/.

Le rayon lumineux se propage selon un intervalle lumiére et on a

ds* = 0 = goo(dz®)? + 2go;da’da’ + gijdxida:j

En résolvant pour dz° on obtient

0_ —Yoi £ v/ (90idx?)? — googijdaida

dx
goo
Ainsi B
A(da?) 2/ 0ig0; — gongsy)dada?
goo
Or, df = $A(da®) de sorte que
i = (90290] _ ga) A =
9oo goo
avec
_ 90i90;  Gij
Vij = —%5— — )
900 900

la métrique spatiale locale.

2.8 Produit extérieur

Une p-forme sur une variété M est un tenseur covariant complétement antisymétrique de degré p. L’espace
des p-formes de classe C¥ sur M est un module (un sous-module de 'ensemble des tenseurs covariants) sur
I'anneau des fonctions C* désigné par AP(M).

Si dim(M) = n, et p > n, alors clairement AP(M) = 2.

Le produit extérieur]MTW] A d’une p-forme et d’une g-forme est une application

A AP(M) x AY(M) — APTI(M)
(, ) = B

avec

1 .
(A B) V1, Uptq) = I > sign(m)a(Vn(1)s - - Ur(p)) BUn(pr1)s - Un(pig)

En particulier, avec « et 8 des 1-formes, on a

(@A B)(v1,v2) = afvr)B(vz) — av2)B(v1)
=(a® B —B@a)(vi,v2).
Le produit extérieur des formes est
1. associatif
(@nB)Ay=aA(BA7).
2. bilinéraire
aN(B+y)=anB+aiy
(a+B)Ay=aAy+aiy
flanB)=(fa)AB=an(fB)
3. non commutatif, en général
aNB=(-1)PIBAa.

L’ensemble de toutes les formes sur M muni du produit extérieur forme 1’algébre extérieure ou de Grassman,
qui est notée A(M).
L’algébre A(M), avec le produit extérieur qui est associatif et bilinéaire, est une algébre graduée.
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2.9 Connexions

Une connexion permet de comparer des vecteurs sur deux plans tangents différents en effectuant un dépla-
cement paralléle de I'un des vecteurs sur 'autre plan tangent, le long d’une courbe sur la variété M.

Soit une courbe v sur M, paramétrée par la variable t. On veut définir une dérivée covariante dans le sens
que lors d’un changement de coordonnées, la dérivée se transforme comme un tenseur.

Une connexion V est un opérateur différentiel qui prend en compte la courbure de la variété considérée, a
savoir, la modification des vecteurs de base d’un point & 'autre de la variété. Si v = vte, est un vecteur, alors
Vv est la dérivée covariante de v. Si u = u”e,u est un autre vecteur, alors < Vv, u > est la dérivée covariante
de v dans la direction u, que I'on écrit

v
Vv =u"V, .

De maniére générale, en prenant la dérivée covariante de v dans la direction d’un vecteur de base e, on a
- B ) — w I
Voo =V,("e,) =V, (v")e, +v"V,(e).

En exigeant la compatibilité de la dérivée covariante avec la dérivée définie par les vecteur de base pour les
fonctions, on a
Voo =0,(v")e, +v*V,(eu).

Enfin, la dérivée covariante du vecteur de base V, (e,) est un vecteur de I’espace tangent de la variété au point
choisi !, on peut donc la décomposer dans la base en ce point

Vi(en) =19 €0

%

de sorte que

‘ Vo = (00" + 0T e, ‘

Les facteurs I'*_, sont les coefficients de connexion.
On vérifie sans peine que pour un vecteur covariant o = a,w", on a

‘ Voa = (0,a, — wal"“w,)w“ ‘

2.9.1 Symeétrie des connexions

Le commutateur des connexions V, et V, donne, sur une fonction f

[V, Vol f = t'V (0¥, f — 'V, (V) f

W (D" + T, 0" Vo f + ws" V.V, f — 0*(u” + 1%, 0" )V f — vV, V, f
= (u'0,v” —v"0,u”)0, f + utv” (1%, —T°,,)0, f +u'v"[V ,, V,]f

= [u, o] f +w " (I,, = 19,,)06 f + uv"[Vu, VoI f (%)

= (Vyv — Vyu) f + u*v”[V,, V.| f

ol 'on a utilisé I'identité
(Vuv = Vou) f = [u,v]f +utv”(T%,, —T9,,)0 f. (2.1)

v %

En exprimant le dernier commutateur, on obtient

[vau]f = V/LVVf - vvvuf
=V,0.f =V.,0.f
= 8;2u/f - Fguyaaf - 83;1..](. + Fapyadf
= (FUMV - ngp)aaf
= 77,0,f

Ce qui définit le tenseur de torsion T'. Les coefficients de connexions ne se transforment pas comme des tenseurs,
mais la différence
T =T = 1%,
se transforme comme un tenseur.
De l’égalité (x) ci-dessus, on remarque que sur une fonction f, le commutateur des I'" s’annule exactement
avec [V,,V,] et on a

[vm vv]f = [u,v]f,

1. Pour une preuve de cette affirmation [Wald, p.32-33]

18



mais en général
[V, Vol f = [u, v]f # (Vv = Vyu) f.

Exiger la symétrie des connexions, c¢’est demander que
[vu’ vu]f =0

autrement dit, c’est demander que la torsion soit nulle. On a alors v = ufe, = u"9,, et sur une fonction (mais
pas sur un tenseur pour la derniére égalité), on a

Vv = Vyu = [u,v] = [V, V).
Lorsque ’on applique ces commutateurs sur les vecteurs de base, on obtient

—_ o o
v,ueu - Vue,u = (F v r /w)eﬂ
D’autre part, le commutateur de deux vecteurs de base est un vecteur que l'on peut décomposer dans la
base elle-méme
Ve, — Ve, = ey, €] = o €o

et on en déduit que

‘ Cuve = Fa’uu - Fawﬂ

Dans une base holonome, les vecteurs de base commutent. Les coefficients des commutateurs sont tous nuls,
ce qui implique que les coefficients de connexion sont symétriques dans leur deux derniers indices (inférieurs)

re,=r¢

2.9.2 Compatibilité avec la métrique
On dit que la connexion est compatible avec la métrique g si
Vg =0.
On obtient alors pour la direction e,
0=Vigap = 0vgap — 9o 0 — 9ol

soit
8Vgaﬁ = Fﬁal/ + Faﬂu

et en permutant les indices on a encore
9a9v8 = I'pva + Tuga
959va = Tavp + Tvap
En ajoutant les deux derniéres dérivées et en retranchant la premiére, on obtient
O0avs + 089ar — 0vgas = 'gva + Tvga + Tavg +Tvag — Tgar — Lapu- (2.2)
La propriété de symétrie des coeflicients de connexions nous permet d’écrire
Capr = Lupa = Tvap = —Cpav

Chva = Fauﬁ - FaBz/ = —Cupa
Cvap = Fﬁau - F,Bya = —Cavp

et alors la relation (2.2) devient
aagyﬁ + aﬁg(xu - aygaﬂ = —CuapB + (Caﬁv + 2Fl/oz,8) — CBra

et on obtient alors

1
5(8(191/5 + Chra + aﬂgau + Cvap — al/ga,ﬁ - Caﬁl/)

que l'on peut écrire en utilisant la symétrie de g et en notant la dérivée partielle avec une virgule

Fuaﬂ =

1
Fuaﬁ = 5(91/04,5 + Cvap + 9pv,a + Cova — JaB,w — Caﬁy)

19



On peut noter la permutation circulaire des indices vaf — Sra — afv.
Dans le cas d’une base holonome, les coefficients de commutations de la base sont nuls et on obtient

1
Tyapg = i(gm’ﬁ + 98v,0 — 9ap) | (base holonome)

et dans une base orthonormée la métrique gos = nog = diag(—1,1,1,1) est constante

1
Tyap = 5(0,,,15 + CBva — Capy)| (base non holonome orthonormée)

Les coefficients de connexion sont ensuite simplement donnés par

F’Ya,@ = gvyrl’aﬁ'

2.10 Geéodésiques

2.10.1 Transport paralléle

. [ . N .
Soit u = dd%ea = u%e, un vecteur. On dit que 'on transporte un vecteur v parallélement au vecteur u si ce

vecteur ne varie pas le long de la direction indiquée par u, soit si

d
Zo=0
dTU

ou 7 est le parameétre de la courbe, dont le vecteur tangent est u. On a ainsi, avec % =V,=u*V,
Vv =0,
qui s’écrit
UV (vPes) =0

et en exprimant le membre de gauche
u*(DavPes + vﬁl"gaev) =0
soit finalement, aprés un renommage de I’indice muet de la somme v* es

d dz®
—vf 4T — =0
dTU U ba dr

2.10.2 Equation géodésique

Une géodésique est la courbe obtenue en suivant le vecteur u & partir d’un point donné de la variété et telle
que ce vecteur u est toujours un vecteur tangent de la courbe. Aussi la variation du vecteur u dans la direction
qu’il indique est nulle et

d
—u =20
dr
soit
Vuu=0.
En terme de composantes, on a alors
d?zt u dz® dzP B

arz et

C’est ’équation des géodésiques.

2.10.3 Meéthode lagrangienne

Partant du lagrangien

L= ], datdz”
= VI TN N

les équations d’Euler-Lagrange donnent I’équation géodésique
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2.11 Courbure

2.11.1 Deéviation des géodésiques

VuVun + R(u,n)u =0
ou
R(u,v)n = R(...,n,u,v)

Le tenseur de courbure devient ainsi

Raﬁ’yﬁ - afyl—‘aﬁ(g - &;Faﬁw + Faa,y].—‘aﬁé - Paa.(gl—‘o-ﬁ,y

2.11.2 Variation d’un tenseur sur un contour fermé

Une autre maniére de voir le tenseur de courbure consiste & suivre la variation d’un vecteur lorsqu’il est
transporté parallélement & lui-méme le long d’un contour fermé.

[vua Vv] - V[u,v]

est un tenseur et ne dépend que de la valeur de la fonction sur lequel il opére et.
Pour le voir il suffit de considérer une fonction f(x) qui prend la valeur 1 en un point Py et de calculer la
valeur de 'opérateur sur un vecteur w en Fp.

2.12 Formes différentielles et tenseurs

Soit un vecteur v = v'e,, avec la base e,. Soit w” la base duale des e,. Une forme différentielle peut étre
développée dans la base w* de sorte que
a=a,w".

Etant donné une forme différentielle qui s’écrit dans une base de coordonnée
o = aydzh,

sa différentielle définit une forme d’un rang supérieur de une unité

O
da = —Ldx” N\ dxt.
ox¥
De la méme maniére, on définit la différentielle d’un vecteur de base comme le vecteur 1-forme
J— [ v [eg
’deu—eywu—eywww ‘

En demandant la compatibilité avec la dérivée covariante
de, = Voew 7 =e, I, w7

no

on en déduit que la connexion 1-forme (avec deux indices) vaut
La dérivée covariante d’un vecteur v est ainsi
dv = d(vte,) = dvt'e, +v!de, = e, (dv" +v"wh)).
La deuxiéme différentielle
d?v = de, A (dv* 4+ v"wh) + e, (dP0F + dv” A wh, + v"dwt)
=e,w’, A (dvt +v"wh)) + e, dv” AW, + e, v”dwh,
= e, (vVdwh, +v"wh A w?,)
en éliminant e,w’, A dvt avec e, dv” A wh,. Ainsi
d*v = e, (dw”, + Wk AW, )v” = e, RM 0"

ce qui définit le tenseur-2-forme de courbure

‘R“V = dw”, + ", AwC,.

Le lien avec le tenseur de courbure est que

RE, =dw!, +wh ANw?, =R W A wP.

"
v]ap|

ol |af| signifie la somme sur « et sur 8 avec o < .
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2.12.1 Compatibilité avec la symétrie

L’opérateur identité est défini par
<id,v >=<e,wh,v>=v

ol id est le tenseur
e ”
id =46 e,w

En différentiant cette identité on a
0= d(e,w") = (dey) AwH + epdwt = epw’, Aw" + e, dw”

On obtient alors, aprés un renommage des indices

‘dw“—i—w‘ﬁ,/\w”:O.

On peut imaginer le cas plus général ou la dérivée de 'identité est un tenseur, que 'on appelle alors le tenseur
de torsion
TH = dwt + Wk, ANW”,

auquel cas on aura
d(e,wh) =€, T".
Les composantes du tenseur de torsion sont alors définies par
T = ET“ w* A w?
= 5T i
avec

T 5= —T",.

2.12.2 Compatibilité avec la métrique

En prenant la différentielle du produit scalaire de deux vecteurs de base qui définit la métrique

€y €y = g<eu7 el/) = Guv
on obtient
dgu, = dey - e, +e, -dey,

o

= e;w’,

o
Ly ey e,
g g
= JorW T Guow,

:Wuu+wuu

soit

dg;w = Wyp + Wyy

Ainsi, dans une base ou la métrique est constante, on a

Wyy = —Wyy-

2.13 Moment de rotation et tenseur d’Einstein

2.14 Exercices

Exercice 2.1 (2.1, Wald, p.26)
1.
2.
3.

Exercice 2.2 (2.2, Wald, p.26)
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a)

Soit F: R — R, avec F € C(R). On a

F(z) — F(a) = (a:—a)/o F'(t(x — a) +a)dt

et donc
ou H(x) = fol F'(t(x — a) + a)dt et

H(a):/o F'(a)dt = F'(a)(1 - 0) = F'(a).

En dimension n, supposons que pour tout F' € C1(R"™) on ait

oF
F(z)=F(a)+ (x —a)"H,(z), Hy(a)= En .
Soit alors G € C*(R™1). Soit z € R"™! et & = (z!,...,2"T1). Si 2" est fixe, disons 2! = b, alors G est

une fonction F de C'(R")

ou Hy,(z',...,a") = H,(z',...,2",b) et H,(a',...,a",b) = w, pour p € {1,...,n}. Ainsi

G(z!',..., 2", 2" =G(a', ..., a", z" ) + Z(w“ —a")H,(xt, ... 2™ 2z ).
p=1

Enfin, le terme G(a!,...,a", ™) est une fonction & une seule variable f(z) = G(a!,...,a", z) € C}(R) et
on peut lui appliquer le résultat initial

f(x) = f(a) + (z — a)h(x)

ot h(a) = f'(a). En notant que f(a"*!) = G(al,...,a™ ") et, puisque les dérivées partielles considérent les
autres variables comme des constantes, que
h(a) = 0G(a, ... a", ") _ OG(zt, ... o™, ™t
Oxntl pn+l_gntl Ozl T—a

ott dans la derniére égalité {z,a} C R*TL,
On obtient ainsi

n+1
G(xlv cee 7mn,$n+l) = G(ala AR anv an+1) + Z(xﬂ - aM)HH(xlv ce 7xn’xn+1).
p=1

ou l'on a étendu la somme pour inclure le terme en h.

Exercice 2.3 (2.3, Wald, p.27)

1.
2.

3. Alors

[Yaa Yﬁ] = C;,ﬁY’Y

Exercice 2.4 (2.4, Wald, p.27)
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1. Avec u = u*9, et v =v"0,, on a
[u, v] = u"9,(v"0,) — v"0,(u"d,)
=u*0,(v")0, + u*v” 9,0, — v"0,(u")Opu — vHu" 90,0,
= u"0,(v")0, — v"0,(u")0,
= (0, (v") = v"0u(u")) 9y

Ainsi

([ v]” = 9, (v") — 0" D, (u")

qui vaut clairement zéro pour une base de coordonnées (holonome).

2. Avec la base de vecteurs Y, = (Y,)"0,, et les vecteurs de la base duale Y* = (Y7*),dz", la décomposition
de
au (Yﬂ/*)v - 61/ (Yﬂ/*)#

s’obtient en projetant cette expression sur les vecteurs (Y;)*(Y,)” et en utilisant
0u((Y7)u(Ya)") = 0(07a) =0
soit
(Ya)"0u(Y"")y = =(¥Y77),0,(Ya)".
Ainsi
(Yo)" (V)" (0,(Y )y = 0, (Y7")u) = (Vo) (V)" 0u(Y ")y — (Yo )" (¥,) 00 (Y 7).

= —(Yo) " (Y7")u0u(Yp)" + (Y7)u(Y,)" 0, (Yo )*
= (YW*)V((Yp)Hau(YU)V - (Ya)uau(yp)y)

= (Y7 )[Yp, Yo]”
= (Y7),C0, (Ys)"
= Cpo03

=Cy,

On peut alors écrire
au(Y’Y*)V - 8V(Y’Y*)M = Czﬁ(ya*)u(yﬂ*)v

ou l'on a juste remplacé (p, o) par («, 3).

Exercice 2.5 (MTW 8.1, p.205)

En coordonnées sphériques, la base holonome est définie par les vecteurs
eo =0P, e =0,P, eg=0P, ey=0P
et la base non holonome orthonormée

=P, e =0P, = 0P, 5= 0P

a)

b) Les formes duales de base sont
WO =dt, W =dr, W=d, w®=4do
et pour les formes de la base non holonome
wh = dt, w" =dr, Wi = rd0, w? = rsin(f)de
¢) La loi de transformation entre la base cartésienne est la base sphérique est définie par

nw_ TR, a _ “w o a a__ T1a n
wh' = LAw* < e, =¢€,LF, <e,=¢€l% < w'=L"%w
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e x = rsin(f) cos() dx = drsin(f) cos(¢) + r cos(d) cos(¢p)dd — rsin(0) sin(¢p)de
y =rsin(d)sin(¢) & ¢ dy = drsin(f)sin(¢) + r cos(9) sin(¢p)dl + r sin() cos(p)ded

z =rcos(b) dz = drcos(0) — rsin(6)db
Ainsi
1 0 0 0
(L) = (%) | 0 sin(f)cos(¢p) rcos(d)cos(¢p) —rsin(f)sin(¢p)
WA/ T 1 0 sin(f) sin(¢) 7 cos(f) sin(p)  rsin(f) cos(¢)
0 cos(0) —rsin(6) 0
et avec
O = % = sin(f) cos()
r _ /mz ¥ y2 ¥ 22 8y7" = g = Sln(ﬂ) sin ¢
0.r = Z = cos(0)
—si = _—yx — _1lgj
cos(0) = z - sin(0)050 273 = sin(0) cos(0) cos(¢)
T —sin(0)0,0 = —z% = —1Lsin(0)cos(6)sin(¢)
. o 22 sin?(0)
y —sin(0)0.0 =1 - % ===
tan(¢) == 1 _ sin(¢)
x cosi(d)) 6$¢ :LE% - _rlsin(G) cos? (o)
cos?(¢) ayqs T rsin(0) cos(¢)
on a
1 0 0 0
i Oxt 0  sin(@) cos(¢) sin(f) sin(¢) cos(0)
(Lfa) = (axa) T 10 Llcos(6)cos(¢) 2cos(f)sin(¢) —1Lsin(f)
_ sin(¢) cos(¢)
0 7 sin(0) rsin(0) 0

d) avec gap = nap On obtient la métrique en coordonnées sphériques par
uv = gabLaﬂLby = nabLauLby = Z naaLauLay = Gvpu
a

soit la somme sur chaque ligne des produits des éléments p et v de la ligne, c’est le produit scalaire des
colonnes p et v. On obtient ainsi

() = diag(—1,1, r2,r? sinz(e))

La matrice inverse est donc

1 1
1y = diag(— 1,1, =, ———).
(9") 1ag( r2 'rQSinQ(t‘)))

e) La matrice de passage de la base w* a la base w est
N 1 1
L¥, diag(1, 1,7, 7sin(0)) < L', = diag(1, 1, - . 7”51711(9))
Ainsi, on a
9o = guuLMﬂLyﬁdiag( 11,1, 1)
f) Soit une fonction f, son gradient s’écrit
df = eu(f)w"
=0 fdt+ 0. fdr+ O0pf dO + 0y f do
= ea(flw”

- .1 5 1
= O fw' + 0y fw" 4+ —0pfu® + ———0yfw
r rsin(6)

¢

g) Dans la base holonome, vu que L3¢ =0et LOj =0,o0na

€rop = €aveal L, L L%,
eobet L% LY LG L' 4 + €opea L0 LY, L%y L2
= €np3172 sin®(0) sin?(¢) — €317 cos?(6) sin(f) sin?(¢)
— €127 sin®(0) cos? (@) + €p31272 cos?(6) sin(f) cos? ()
= r?sin*(0) + 72 cos?(#) sin(9)
= r%sin(0)
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Permuter les indices trf¢ revient & permuter les indices abed du tenseur de Levi-Civita dans la premiére

ligne, Ainsi

€uvpo = 17 5in(0) (v po]

ou [puvpo] est la signature de la permutation pvpo.
Pour le tenseur ¢#¥??, on monte les indices avec le tenseur métrique inverse

1
err = - r%sin(0)[uvpo
e () (0)[uvpo]
soit
ehvP = —;[uupa].
r2 sin(6)

Dans la base non holonome orthogonale, on obtient

€avps = [wpo]

et

ePo — —[pvpo].

Exercice 2.6 (MTW 8.3, p.207)

a)

On prend une base locale e; et une base arbitraire
eq = edea.
Le tenseur de Levi-Civita e,;.; = [abéd] se transforme selon
€abed = L&aLI;bLéCLdAd€di)éd*
= L& b 12 14 [abed)
= det ((L%,))[abcd]

De plus
Gab = L&aLBbgaB
Ainsi
det((gap)) = det(L)*det(g,;) = (—1) det(L)?
donc
det((gap)) det(L™1)? = —1
et

o+ 1
det(L™) = —= = Get(D)

avec g = det(gap)-
Ainsi

€abed = v/ —glabcd). ‘

On monte les indices avec le tenseur métrique inverse et on obtient

et = (g71)v/=glabed),

soit

eabed = [abcd).

1
V=9
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Exercice 2.7 (MTW 8.5, p.213)

Avec
ds® = dr? +r?d¢? = (W")? + r?(w?)?

a) Avec
(1 0)\ .. 9
g= (O ,,,2) - dlag(l,’/‘ )

O
e a 1 ad 1 aa
%, = 29 (Ovgdc + Ocgba — Oagne) = 29 (Ob9aa + OcGaa — Oagrb)
ainsi

r 1 T
r be = ig (81797‘0 + 609177' - 87'9170)

dont le seul terme non nul est 9,.g4¢ soit
” 1
F bd = 5(727‘) = —T

et pour
1
¢ _
re, = 5 g¢¢
pour lequel le dernier terme est toujours nul et les deux premiers termes sont non nuls uniquement si b = r
et ¢ = ¢ ou le contraire, de sorte que

(Ovgge + Ocgvp — OpGbe)

11 1
¢ _1¢ _ - = - _
Fr¢_F¢r_ 272(27‘)— "
et tous les autres symboles de Christoffel sont nuls.
b) Les équations géodésiques sont
d? a | o dx® dz° _0
axe® TN Tan T

soit, avec 7 =r et 2% = @,

¢) De (2) on a
P 9" e m(2) = 2m(h)

de sorte que

/ /
¢ = 072 (3)
dans (1)
" / 2TE4)
= (6h18
En posant u(r) = r'(A) on a v’ = u'u et
4 4
_ 270 L 2\ 270, 1 1
uu' = () 3 A 5(“ —up) = — () 5(72 - %)
d’ou 1 1
2 _ .2 240t L
u ug — (¢p) TO(TQ T(Q))
soit 1 1
(r")? = (r5)? = (60)*ro(5 — =)
r TS
ou encore
rr’ _

VP = (G =)



On trouve alors ”

1
T VP P = @] =2
Sir{=0,o0na
1
VTR = R ==
7 = (60)*rE (= M) + 18
Dans (3)
Y 1
O = TR AR+ 1
On obtient
|6 = 60 = arctan(¢h(A = \o))|
et
tan(¢ — do) = ¢4 (A — Ao)
Ainsi
SN S
Mais
x1 =1cos(¢ — do) = x cos(¢o) + ysin(¢o)
De plus (
_ . . _ /\2 _ 2 ¢6 A— )‘0)
Y1 TSln((b ¢0) TO\/l + ((;50) (>‘ >‘0) \/1 T (¢6)2()\ _ )\0)2
soit
y1 = 10(¢0)(A — Xo)
Ainsi

x1 =19 =xcos(dg) + ysin(gg)
Y1 = 10dp(A — Ao) = ycos(¢o) — sin(¢o)

En isolant x et y, on trouve

z =rg(cos(o) — ¢ (A — Ao)sin(¢g)) = a + bA
y = ro(sin(do) + ¢h(A = Xo) cos(do)) = ¢+ dA

Soit e = e, = O, et €y = r_le¢ = r_18¢, et W' = w" = dr et w® = rw? = rd¢. On a clairement
< wa, el; >= 6al;
Dans la base chapeau, la métrique est g = diag(1, 1). Calculons le commutateur

1
ler,egl = ——eg
;

tous les autres étant nuls. Ainsi c, f = —c qgf = —r~! et tous les autres sont nuls.

On peut calculer les coefficients de connexion & partir des constantes de structures.

On peut également utiliser la relation A
1"“5& =< w*, Veey >

On a ainsi

.. =< wf,v(z)qu >

o
1 1
=<dr,—Vy | - >
" T ¢(T6¢>

1 1
=<dr,—=Vs | - >
T 2 ¢(Te¢>
1 1

= —FT = — —
P2 99 r
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On calcule de méme
b __ b
Fmg—<w ,V¢er>

1
=< rdo, ;V(z,e,« >

=< do¢, Ve, >
1
_1T¢ _
=T ré = ;
et
b ey T
T 3 =< w ,Vr% >
1
=< d¢, Vr ;€¢ >
1 1
=< d¢, 77‘*26@5 + ;V,«qu >
1 1
=-3 < do,eq > +;F¢T¢
1 1
=Tetp =l
e) Dans le probléme de Kepler de dimension 2, avec v = d;t" = Vyer et a = %’ = V,v, on peut calculer

I'accélération a
a=V,v
= Ufo-U + v‘jBV(;;v
=0 0w + v¢a¢;v + vfl“&l;fvbea + v‘ﬁf%évbea
or 't =0, ainsi
br

— i, I b 4 TP e
a=v%9v+v F¢¢U e,.—|—vl“fd3ve¢

dv 1 ;

_ 7 = ?»\2 . ST 1)
o T(v )Ter + —v"v?y

On en déduit, avec v" =7 et vqg:rq'b

7, dv™ 1 i\o

o dt _r(r¢)

. dv®

a? =%+rr(r¢)

soit

P _dr (do
“ i dt

: o\ dr dé
b o
“ T ( dt>+dtdt

Exercice 2.8 (MTW 8.6, p.213)

En coordonnées sphériques
ds? = —dt* + dr® + r*d6? + r? sin(0)dp?

En posant A A
w=wt=dt, W' =w"=dr, W =rw’=rdd, w®=rsin(@)w?®=rsin(d)do
,1,1

on a g,; = diag(—1 , 1), et la base associée est

cp=e =0, er=e =0, e;=_€="0p e;5= 5=



a) Clairement < w®, e; >= (5%. Les commutateurs non nuls des vecteurs de cette nouvelle base sont

1 1
[ef,,eé] = 77“7289 = 7;60”
1 1 1 1
7y €4 :a’l“;fa :_778 - ——€;
le e¢] [ r 2 r2 sin(6) ¢ r6¢
1 1 1 cos(0) cot(6)
A ~ = —8 _ = ——78 = — ~
e €3] [r o rsin(6) 5] 2 sin(0) ¢ r 9
On en déduit les constantes de structure
Cro0 = ~Cr0 T T,
1
Crgdp = “Cord = T
cot(0)
Copp = ~Cp06 T T,

tous les autres étant nuls.
Les coefficients de connexion sont obtenus par

1
abe = Q(Caiyé + Cach — Ciza)

Ainsi, seuls sont non nulles les combinaisons pour lesquelles les constantes de structure sont non nulles

N 1
g5 = Tsog = 5(cogs + Coo0 — o) = =
1
6
6 = Taro = 5(Car0 + Coor — 00) = -
I T — i g eyl
dd — T idd — 9\Gdd T Cidd T Coor ,
3 1 1
S . et — ) = &
D% = Tors = 5(Cor0 T+ a0 — Cod3) =
5 1 cot(0)
0 T e — ) —
Ts =Toss = 5 a5 + Cop — C06) = ——,
b _ o _ cot(0)
55 = Laos = 5(Ca00 + C56 — Co98) = —
b) Avec ) ) )
< w“,VBeé >= Faél; = Vl;e@ = Faége&.
On déduit que seuls sont non nuls les cas o be {é, gi;}
. 1
Véeé = Frééef = _;e'f
5 1
6
Vée,::Fféeé:;eé
, 1
cer=T% - = ~¢-
V(ber—F%eqs—red)
3 cot(6)
Vie; =T ¢ = .
$€0 3367 pa—
; 5 1 cot ()
. TT N 0 T .
V¢€¢—F¢»)¢»7€r+r (2)(2)69* rer ” 69

¢) Soit un vecteur A. On a
Vadl = ez AP 4T, A%,
ainsi sa divergence est
V- A=VaAl = e A% +T% AP

1
rsin(6)

i T é
=0A"+ 0, A +;A +;89A +

:8tA£+6TAf+%39Aé+ ad)Atlg+FéféAf+Ftid;Af+F(z’é$Aé

1
7 8in(0)

0o (sin(6) A%) +

A%+ Dy A?

cot(0)

¢

~ 1 ;
= atAt + ﬁar <T2A ) +

1
rsin(6) rsin(d) 94
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Exercice 2.9 (MTW 8.7, p.213)

Les vecteurs de bases dans une base holonome commutent et les constantes de structures sont tous nuls.
Dans une base non holonome orthonormée, on a

Or
Loy = %(aﬁgav + 0v98a — Oagpy + Capy + Cayg — Chya)
ou encore .
Lapy = i(gaﬂﬁ + Yar,8 — 87,0 + Capy + Cays — Caya)-
Dans une base holonome on a 1
Lanp = §(gowﬁ + 9aBy — 9y8,a) = Lapy

La derniére égalité découlant de la symétrie du tenseur métrique ggy = g43. Ainsi

5y = 0.

Dans une base non holonome orthonormée, le tenseur métrique est constant, g,; = 7,5, et ses dérivées nulles,
ainsi

1
Tagy = 5(Capy T asp — Csa)
et

de sorte que

soit

Exercice 2.10 (MTW 11.5, p.281)

Soit fi =u Awvet fo =u’ Av' coplanaire & f; avec
v =au+bv et v =agu+ by

Alors
fo = (a1u + b1v) A (agu + bav) = (a1be — agby)u Av = afy

avec a = (arbe — agby) = det(a,b) = det(A), ou A est la matrice qui transforme (u,v) en (u',v’).
La réciproque est évidente, si fo = af1, les deux bivecteurs sont évidemment coplanaires.

Exercice 2.11 (MTW 13.9, p.326)

(a) Avec les symétries de base du tenseur de Riemann on a, dans un premier temps, par Pantisymétrie des deux
derniers indices,
leaﬂ = _,R’lljﬁa
il y a 4-3/2 cas différents possibles, et avec 4 possibilités pour p et 4 encore pour v, cela fait
4-4-4-3

96
2

possibilités. Or 'antisymétrie des trois derniers indices

b
R[uaﬁ] =0
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fourni encore

4 4-3-2
(3)‘ T

relations possibles pour chacune des 4 possibilités de p, soit 16 relations différentes.
ainsi le nombre total de composantes indépendantes & 4 dimensions est

96 — 16 = 80.
En répétant les arguments précédents, on a

2 n(n—1) _ n3(n—1)

2 2

choix d’indices différents possibles sur la base de 'antisymétrie des deux derniers indices.
Le nombre d’équations provenant de l'antisymétrie des trois derniers indices est

(Qf) _nln=Din=2)

(nombre de choix différents de 3 indices parmi n) et ce pour chacun des n choix possibles de l'indice p.

Il y a donc
ndn—1) n*(n—1)(n—-2) n*(n—1)3n—(n—2) n*n?-1)

2 3! 2 3 3
composantes différentes possibles.
Avec une métrique, on a encore une symétrie sur I’échange des paires (deux premiers et deux derniers indices
en bloc). Cela fait une nombre de paire d’indices possibles de 6 = 4-3/2. Il y a ainsi 6 - 6 = 36 couples de
paires d’indices différents & une symétrie prés.
Par antisymétrie des trois derniers indices, on a 4 équations pour chaque valeur de p soit 4 -4 = 16
conditions. Ainsi le nombre de composantes indépendantes est

36 — 16 = 20.
En dimension n, on a n(n — 1)/2 paires d’indices différents, soit un nombre de couples de paires

n?(n —1)2
4

avec un nombre d’équations liant les trois derniers indices venant de I’antisymétrie des trois derniers indices

n! n?(n—1)(n—2)

"3l —3) 6

Soit au total

n*(n—1)2 n?(n—1)(n-2) n*n—-1)3n-1)-2(n-2) n?*@n>-1)

4 6 2 6 12

composantes différentes possibles.

Exercice 2.12 (MTW 13.11, p.326)

Exercice 2.13 (MTW 13.12, p.326)

Exercice 2.14 (MTW 13.13, p.326)

Exercice 2.15 (MTW 13.14, p.332)
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Exercice 2.16 (MTW 13.15, p.332)

Exercice 2.17 (MTW 14.1, p.334)

Exercice 2.18 (MTW 14.2, p.334)

Exercice 2.19 (MTW 14.3, p.343)

Exercice 2.20 (MTW 14.4, p.345)

Exercice 2.21 (MTW 14.5, p.358)
Partant de
dlanpB)=danp—ands

pour des 1-formes o et 3, par récurrence sur l'ordre des formes « et /3, supposons que pour une p-forme «,, et
une g-forme 3, on ait

‘d(ap A Bg) =day A By + (—1)Pay, A dB, ‘

et calculons pour une p + 1 forme o411
« =« dz® o A daP A dzFr
p+1 = Qky,.kpkpia
la différentielle

d(ap1 A Bg) = Ay, toyi 1 Bsy,osy )dT™ A - Adahe Adah» o Adz® AL dae
= [(Ok0hy . kp1 ) Bsironssy + Whrsokip1 OkBsisy JdT A dzF Ao A da®
,,,,, ka)dxk AdzFt A A dFr A B
+ (=) aky,... kpsr OkBsy,.sy N da® Ao A daP A dx® A daFert AdatoA L dase

=da B+ (—1)p(—1)ak1’,,,,kp+1d$ck1 A AdeP AdaFe Adat A dat oA L dz® 10 fs, .5,

=danB+ (-1)PandB
La troisieme égalité utilise I’hypothése de récurrence sur les p-formes, et 1’égalité suivante vient de la commu-
tation dz® A daPr+t = —daker1 A dok.

Ainsi la formule est encore vraie pour les (p + 1)-formes «.

Le cas des (q + 1)-formes f est trivial et ne fait pas intervenir d’autre subtilité. Ainsi le résultat est vrai
pour toute p-forme et g-forme « et 8 respectivement.

Exercice 2.22 (MTW 14.6, p.359)
Equation 14.21 reads
(da,u Av) = Oy (e, v) — Oy, u) — (e, [u, v])
(a)
(b) With a = adz*, and
da = oy jda? A dx®
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and u = O and v = 9y, then [u,v] =[Ok, 0¢] = 0, so the right-hand side is

Ou{a,v) — Oy (e, u) = O {nda™, Op) — Op{ndz™, O)
= Ok(a) — Op(ow)
=) — Qe

On the other hand, the left-hand side gives
(da, u A V) = ap n (dx™ A dz™, Ok A Op)
= Qo ((dm", Ok){dx™dg) — (dz™, ak)<dx"8g>>

= 0 (050" — 01°07)
= Quk — Qg

and so, we the equality is verified in a coordinate basis.

Exercice 2.23 (MTW 14.7, p.359)

(a) Equation 14.31a reads
dwt + W, Nw” =0

In a coordinate basis w” = dz* and the equation reads
d*z* + TV gda® N dx® =0
and with d?z* = 0 and using the antisymmetry of the wedge product
0= F”aﬁdxﬁ Adz® = l(F“aﬂ - F“ﬁa)darﬁ A dz®
2
since

1 « « o
§(Fﬂal3 —F“Ba)dxﬂ Adx® = <F”aﬁdx6 A dzx —F“ﬂadzﬁ Adz )

N = N =

- (F“aﬁdx’g Adx® + F“Badx”‘ A dmﬁ)
1

=3 (r“a gda’ N dz® + T dzP A d:c“)

= F“aﬁdxﬂ A dx®

with a simple renaming of indexes in the last step.
So we must have

" 3

I‘aﬁ—I‘Ba—O
that is

F“aﬁfl““a

(b) Equation 14.31b reads
dg,uu = Wy + Wy

So in a coordinate basis
9ug,adr® = (Tupa + Tapa)dz®

and so
Guv,a = Tupa +T'gua-

We also have

Jau,p = Taps + Lpas-
and

98a,un = Lpap + Lapp-

Adding the first two and subtracting the last we get

Ius,a + Gap,p — 98a,u = 2 uga
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where we used the symmetry relation in the last two indexes of the I's. So we can write

1
Tyupa = 5(9/437& + Gap,8 — 9pau)

and by rasing the first index

™ — lg’YH

Ba T 5 (Gup.a + Jap,8 — 9pau)

Exercice 2.24 (MTW 14.8, p.359)

Write equation 14.18 as
R, = dwt, + w”ﬂ AwbB,

With w”, =T" \dz* we get
dwh, = dr",, Ada* =T, dx® A da?

So
RE, =T* | dz® Ada™ + T4 T da® A da

and by restricting to a < A we get
_ B
Ruua)\ - F#uk,oc - F#Va)\ + Fﬂﬁar vA Fuﬁkrﬁva

which is the coordinate basis expression for the curvature tensor.

Exercice 2.25 (MTW 14.9, p.359)
Let e = (e,...,e,) where e is the k-th basis vector and w the column-vector of the dual basis 1-forms.
Let ) the matrix of the 1-forms w”, and R*, the square matrix of two-forms of curvatures. From de,, = e, w
and the identity operator dP = e, w" we can write

v

m

de=(dey...dey)=eQX=(er...en) | + 1 | =(exwl. . . exwh)

and

dP =ew = (e1...€p)

w’!L
(a) By taking the exterior derivative of the identity operator we get
0=d*P =d(ew) =de Aw+ edw = eQ Aw + edw = (LA w + dw)

from which we conclude that 2

’dw+ﬂ/\w:0.

(b) Let’s calculate
d’e = d(de) = d(eQ) =de ANQ +edQ =eQAQ+edQ=e(QAQ+dQ) =eR

with

[R=dQ+QAQ|

(¢c) We have then

0=d*w=d(dw) = —dQAw) = —dQUNw - QANdw=—dU+ QAN D ANw=-RAw

2. If there is torsion 7 = d?P, then we get
dw+QAw="T.
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and so 3
So we have
RYy ... R! w! RY Awh
o=| Al =]
RY ... R, w™ R™ A Wk
The nominal element is written
0=TRA AW =R w* Aw’ Aw”
If we order the dual basis vector so that o < 8 < v, then we have

0="R" _w*Aw®Awl

[vapB]

from which we read

R, 0.

[vap] =

We have
dR:d(dQ—l-Q/\Q):d2§2+dﬂ/\Q—Q/\dQ:dQ/\Q—Q/\dQ

where we used d?{) = 0, since

d’TH,, Aw? —dT¥, A dw? 4 dT%, | A dw? + T, A d%ﬂ’)

= <d(dI‘”Vp Aw? + I‘”ypdwp))
0

since the two middle terms cancel and the first and last are equal to zero.
Using d€) = R — Q A £, the triple {2 vanish and we get

dR=RAQ-QAR

or

[dR—RAQ+QAR=0.

In that last expression we have

(dR)", = d(R", sw* Aw’) = dR", s Aw* Aw’ + RF,dw® Aw? — RY, | sw® A dw”.

vaf

S0, in a coordinate bases dz* we get, by relabeling a as p in the second term and [ as p in the last

(dR)", = R, 5 dx" Adx® Ndz” — RY, ,T7, dx) Adz® Ada’ + RV, Ty do® Ada” A da”
= R, 5. dz® Nda® Ndx) = RE, (TP, dz® Ada’ NdxY — RE,, Ty do® A da® A da?
= (R, — BT 0y — B0 T )da® A da’ A da?

Then we also have
(RAQH, = R“p AwP,
= R 17, dx® N dz® A dx?
and
QAR = w”p AR?,
= F“paRpVﬂwdxa Adz? A da?

3. With torsion, the result becomes
RAw=dT +QAT.
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So that

(dR—RAQ+QARN, = (R:,, — R TP — RA TP —RY T4 £ Th R, )da® Ade® Ada?
= Rﬂmﬂwdxo‘ A dz? A dz?

So the vanishing of that last expression gives the Bianchi identity

RM

vopn]) = O

(e) With v a column of functions v = (v*) we get a vector field o = ev = e, v"*. We have then
dv = d(ev) = (de)v + edv = eQu + edv = e(Qu + dv)

and
d*v = d(dv) = d(e(Qu + dv)) = de A (Qv + dv) + e(dQv — Qdv + d*v)

that is, since d?v = 0

d*v = eQ A (Qu + dv) + e(dQv — Q) = e(QA Qu + dQv + Qdv — Qdv)

which reads
d?0 = e(QNQ+dQ)v = eRv

- wow
or dv = e, R¥ v".

Exercice 2.26 (MTW 14.10, p.359)
Set ¢’ = eA for e, = e, AV, and W’ = A”'w a change of frame.
We have then
dP = ew = e(AA w = €W,

With ¢/ = eA and de’ = ¢'QY we have
de’ = (de)A + edA = eQA + edA = e(QA + dA) = 'QY

S0
e(QA + dA) = eAQY

and

QA+dA=AQ = [0 =A7'0A+ A "dA|

This can be written, with (A71)*, = A* and A = (4"))
w“u,, = A"(;w“BAf, + A“(;&YAO‘V,wV
Substituting with the connexion coeflicients, we have
™,

/ ’ / ’ ’
P m plop A . AB p % a p
g’ =10, AP WP = AN T A wP + AY 0,A% w

so that, by multiplying both sides with A” , we get

T, = AT AD AP 4 AR 9,A%, AP

Exercice 2.27 (MTW 14.11, p.360)

If geodesics are straight lines
d%xH
dr?
then the connexions are zero I'*, = 0 and so is the curvature R = 0.
Suppose now the curvature is zero R = 0.
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The transformation of basis A from w” to wh’ obeys the differential equation
AQ = QA + dA.

The new connexions vanishes, ' = 0, if
dA+ QA =0

and by differentiating again
A+ dQA-QANdA=0

since d>A = 0, using the expression for dA,
dQY+QANQA=0.

But this is
RA=0

and if R = 0 the last relation is automatically verified.
Now, if R =0, then ' = 0 and straight lines are geodesics.
In the new coordinates, we have then

0=dw +Q AW =du'

which means that ,
dw" =0

and so there exists f# such that wt' =9, fPdx¥, which can also be written as
W' =df.
We can then take those f* as a new system of coordinate in which
Wt = df*,

. ’ ’
or, by renamig z#* = f# | ) )
T T}
wh =daxt .

Exercice 2.28 (MTW 14.12, p.360)
According to eq (8.14)
[6#, eu] = C;waeoz
eq.(14.32)
dwt = _Cﬁw\w# A w”
eq.(14.33)
1
Wypy = 5(0;1,1/04 + Cuav — cuap)wa

equations (14.31), which say

dwh + W, Aw” =0

Wy +wyp = dg;u/

Exercice 2.29 (MTW 14.13, p.360)

Tkae the Schwarzschild metric
ds® = 22dt? — e dr? — 124%Q

in the basis
wt=e?dt, w"=eldr, W’ =rdd, w®=rsin(d)do

the metric component is g, = 1, = diag(1, -1, -1, —1), so that

Wy +wyy, =0
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which shows that w”, = w,, =0 (not summed on u).
Using the defining relation
dwt +wh, AW =0

we can recover the w#,.
Let’s begin with (prime denotes derivative according to r)

dw' = d(e®dt)
= ¢'e®dr A dt
=¢e A" AW
= —wi AW

which shows that

From

dw" = d(eMdr)

= NeMdr Adr
=0
we can’t recover anything.
Next
dw® = d(rdh)
=dr ANdf
—A
e
= —w AW’
T
= fwor Aw"
so that
—A
0 € 0
w r = TUJ = —Ww 0
Finally

dw? = d(rsin(0)de)
= sin(f)dr A d¢ + rcos(0)dO A de

—A

e cot (0

W Aw?® + 7( )we A w®
r

—w® AW — w‘% A’

which shows that

and

t(6
W¢9 = 7(:071( )OJ¢ = —uw’

The curvature tensor 2-form is then calculated using
RF, = dwh, + Wb, ANw’,

The tt component
R, = dw', + W'y Aw® =0

since w’, = 0 and the only non-zero w’,, is for & = r but w’, Aw", = 0 as this is proportional to w A w?.

Next the tr component

Rl = dw', + W', Aw® = dw',

that is
RY, =d(¢'e M) = d(¢'e?Ndt) = (¢" + ¢ (¢ — N))e® Ndr A dt.

T
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SO

Rtr _ (¢/l + ¢/2 _ (b’A’)e_QAwT A wt _ _Rtr — th

We also have

Rte = th A\ wrg,

since w!,. is the only non vanishing w?,. These expression furnish

and R'y=w' Aw'y

—2A

Ry

e
_d)/ wt /\we — _Rte _ Ret
r

t
, and |R', =

€
/
¢ T

—2A

Then, we have

Ry =dwy +w'y A w¢9 =dw'y, and Ry =dw", +w’y A w9¢

that is , _9A
Ae—
R7y = —d(e™df) = Ne Ndr A df = ———u" A,
and
—A
(0
R', = —d(sin(0)e~de) — —w’ A (~oUO) ) o
r r
t(0)e N
= —(cos(0)df — A sin(@)dr)e™™ A dp + L (Tze w? A w?
A —2A i
e N
T
S0
Ae—20 ANe 20
Ry = € AW = RO — ROT R’y = € AW = R =R
r T
Finally
R0¢ = dw9¢ +wl, A W%
= d(— cos(#)do) + w’. A W'y
e e A
= sin(0)dl A dp — — —w¥ Aw?
ror
1— —2A
= %we Aw?
so that
o 1P, 06 _ 700
To summarize
Rtr _ _th :(d)// + ¢/2 o ¢IA/)672Awt A W — Ewt A w"
—2A
RO — ROt _ ¢/€ WA WY N
—2A
R = R = ¢,e wt A w? = Ewt Aw?
R — _ROr _ A/e_2Awr A — Fu™ A
r
- . A/ —2A ) _
R = RO = 2 T Aw? = Fuw" Aw®
r
1— —2A
RO — RO —  _ 62 w? A w? = Fuwl Aw?
r

The Ricci tensor can then be calculated as follows. For the diagonal elements we have

t

wt Aw? = —R¥ = R

Rtt _ Ra

R, +R", +R”, =E+2E

at —

Rrr:Roa(‘lr:Rtrtr+R9r0T+R¢r¢T:E+2F
R?” =R ) =R")+R®y+R",=E+F+F
PP _ pap _ pto T 0  _ i n
R* =R, =R, +R* +R", =E+F+F
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so the scalar curvature is B B
R=2(FE+ F +2F +2F).

The off-diagonal elements are then
Rtr — _Ratar =0

and likewise
Rt9 — thb — R’r‘e — er) — R9¢ =0.

The Einstein tensor G*¥ — %g‘“’R is then

G"=E+2E— (E+F+2E+2F)=—(F +2F)
G = —(F +2FE)
G" =G% = —(E+F+E)

and the off-diagonal elements are then

Gtr — Gt@ _ th) — GT‘9 — Grqﬁ _ G9¢ —0.

Exercice 2.30 (MTW 14.14, p.360)

Exercice 2.31 (MTW 14.15, p.361)

Exercice 2.32 (MTW 14.16, p.361)

Exercice 2.33 (MTW 14.17, p.362)

Exercice 2.34 (MTW 14.18, p.362)
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Chapitre 3

(GGravitation

3.1 Principe d’équivalence

Le principe d’équivalence affirme que 'on peut toujours trouver un référentiel local d’inertie' dans lequel
un corps en chute libre suit un mouvement rectiligne uniforme défini par 2

d2
Fz“ =0, avec drl= N dz!dz".
-

Dans un repére non inertiel, dans lequel on définit les coordonnées x*, les coordonnées inertielles z* sont
dépendantes des x* et les équations du mouvement précédentes deviennent alors

oz" 0z"

o
% (g;gi;_) =0, avec dr’= %u@@dwadﬂ
o A%zt dx® dzf 9zt A2z
92P0r dr dr + 9 dr? 0, avec dr?= gopdxda’.
En multipliant par % et en sommant sur p (on multiplie les équations par la matrice jacobienne inverse de

. . N . 1 Y ~
la transformation z +— z) on obtient, aprés avoir utilise 22~ 92 — §7
’ Ozt Ox @

Par | ow P da do?
dr? OzH 0zPOz dr dr

Ainsi, dans un référentiel non-inertiel local, on doit écrire I’équation du mouvement sous la forme

d%x” dz® da” -
dr2 + Vaﬁ?? =0| avec |dr’= gapdr®das’

ou

B ozH 0z¥
9o = T iy D

et les coefficients de connezxion

o= 027 0%t
B T 9z QaBoz

On a clairement la symétrie des coefficients de connexion sur les deux derniers indices inférieurs

5=,

L’équation du mouvement

@ + a @dﬂ =

dr? Y dr dr
est connue en géométrie différentielle sous le nom d’équation géodésique . Elle définit la trajectoire extrémale
(généralement de longueur minimale) liant deux points dans une variété différentielle.

1. Typiquement un référentiel qui est en chute libre avec le corps étudié. Aprés un intervalle de temps plus ou moins court, il
faudra prendre un nouveau référentiel, afin que les effets de marée restent négligeables.
2. Ce paragraphe suit la démarche de S. Weinberg [SW]| dans Gravitation et cosmology, chapitre 4.
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Ainsi, 'application du principe d’équivalence conduit & décrire les phénoménes gravitationnels par des tra-
jectoires géodésiques dans un espace-temps définit par une métrique qui joue le role de potentiel de la force
gravitationnelle donnée par les coefficients de connexion.

En abaissant I'indice supérieur du coefficient de connexion

ozt 9%z
_ P
Voo = ool oy = v G Gape
on congoit que I'y 3, dépend directement du tenseur métrique g, et de ses premiéres dérivées.
En dérivant les composantes du tenseur métrique on obtient

09ap 0?21 9z2¥ . 9z 9%2¥
R T Y R R, W Wos e
soit 9
Gap
O =I'gya +Lays

En calculant les permutations circulaires sur les indices, on peut isoler

1
Papy = 5(859047 + Oy Gap — 5(195»0
et 1
%, = igap(aﬁgm + 0v9p8 — Opgpy)
3.2 Limite newtonienne

Pour des faibles vitesses (en posant ¢ = 1) on a

dx? dx¥
dr? = dt? —_—
<g“” it dt )
et pour dd—”i = v’ <« 1, on peut négliger les termes spatiaux et il reste dr? ~ dt?ggo et donc j—i = gaol/ 2

De méme, dans I'équation géodésique, les termes avec les coefficients de connexion contenant les vitesses
sont négligeables devant les termes d’indice g = 0 et il reste

d?ze dz® dz°

- o T —
dr? 0 dr dr
soit, en considlrant les composantes spatiales & = k et en passant a la variable ¢
1 d?2* 1

— O Thy— =0,
goo dt? % goo

Avec un champ faible, la métrique est quasi-minkowskienne g,, = 1y, + by, avec by, < 1, et on obtient

1 1
I = inkp(anng — 9pgoo) = —ink”ﬁphoo

Ainsi, avec n = diag(1,—-1,—-1,—1)

d>zF 1
W + §8k hOO =0
Expressions a comparer a 1’expression newtonienne
d?x* GM
i x
dt? r3

our? = Zizl(ka et ¥ représente le vecteur liant M au corps étudié.
On en déduit que I'équation géodésique prend la forme newtonienne si

1 GM
—*8];]100 — _FkOO — _TT k
ou, plus généralement .
*§3kh00 =Tk, = —ono



GM).

oil ¢ est le potentiel gravitationnel (dans le cas d'une masse M sphérique homogene ¢ = —==

On a alors
hoo = 2¢

goo =1+ 2¢.

On retrouve ainsi la dynamique newtonienne avec la métrique

et

Guv = diag(l +2¢,-1,-1, _1)'

3.3 Tenseurs
Sous un changement de coordonnées x — x’, les vecteurs de base se transforment de la maniére suivante

) o OzH Oz

e, = = =y —.
N G L " dgm

La métrique se transforme selon

B 0z 9z° B 02 9zP oxH dzv
G = Tlep Azt dxv Mocp OxH Oz Ox+ Oxv

soit , ,
ox* Ox¥
G = I G

Ainsi, la métrique se transforme de maniére linéaire lors d’un changement de coordonnées, on dit que c’est un
tenseur. La métrique est un tenseur covariant de rang 2, raison pour laquelle ses indices sont en bas, comme les
vecteurs de base.

Le vecteur dual dz* est contravariant, car il se transforme selon

ox#
oxW

dat = dat'

Les vecteurs (de rang 1) et tenseurs (de rang supérieur a 1) contravariant portent leurs indices en haut. Les
vecteurs sont des tenseurs de rang 1 et les fonctions des tenseurs de rang 0 (zéro).
Les coefficients de connexion ne sont pas des tenseurs

oo g 92t 9% 02 0x 9 02 027
@by = v g o BuBor M 9z Dze 0xP \ Oz Oz

soit

I _ 9zt Oz 92z 9z + 0z 92z
b = v g ro” gza \ 02Bozy Bar | 0a 9zPOTY

B 9z 928 oz dzn  H%2v N 9z 9zt 9zv 9%
T g 928 Dz 0z 028 0zr | M 9z 9z’ Dz 0xPOx
_ 9z 9z 9z oz 9%z

= 777110/ It P e e
x> 928 oz P + 9oy Oz 9xBoxY

La présence du deuxiéme terme montre que les coefficients de connexion ne se transforme pas linéairement et
ne sont pas des tenseurs.
On a ainsi

o x> dxP 9xY x> 9%
F J; == 7,771—‘ B! + N 7 A R0 o
T 9z’ §xf Oz Y 9z OxPoxY

qui n’est clairement pas un tenseur, & cause de la présence du dernier terme.
La dérivée partielle d’un vecteur n’est pas non plus un tenseur

Ve 0 (0 N\ _ OV oat e 9 oa”
orB  OxB \ 9z’ T oxP 9z 9z 9P Oz Oxh

La présence du deuxiéme terme rend effectivement la transformation non linéaire.
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En remarquant que

I L W,
AxB \ 8z 9z | 9xB T

on obtient
0= 02z 9z n ox® 922
T 9xBorY dxv | dx HxBoxY
9T oxP" dze N ox® 92z
928 Ox 9xB dxy Oz OxPOxY
et donc , ) ,
oz 92z“ A2z 9xP dx“

0z 0xPoxy  0xP 0z 2P Oz’
Ainsi la transformation des coefficients de connexions lors d’un changement de coordonnées peut s’écrire

re. — dx® 9z 9z _ P?x® 9P 9z
BY 7 gz 9xB 9z P 9xB 9z OxP Oz

En contractant cette expression avec Vil vient

ox® 0z oz . 92z 928 9z
v vi= ——— e, V7 — v
B oz oxB 9z B 0zbf' 0z OzP Ox7
soit " ) 5
o v 0z® Ox ey 0%z 0x” _
By oz oxB B 0zhf 0z Ozh

On voit que le dernier terme annule exactement le dernier terme de la dérivée partielle de V7 et ainsi 'expression

ove

a v
OB +T ﬂvv

se transforme de maniére linéaire : ¢’est un tenseur

ove Az 9P | Ve Y
el 1’\0( V’Y = ]_'\Oz ’ ,V’Y .
OxP ey Oz 9zf | 0xP e
On appelle dérivée covariante du vecteur V7 1'expression
VeVe =V = 927 + 1%, V7.

On montre de la méme maniére (ou sinon par contraction avec un vecteur contravariant ce qui donne un scalaire,
pour lequel la dérivée covariante correspond a la dérivée partielle simple) que la dérivée covariante d’un vecteur
covariant s’écrit

Vpva = Vap = 75 — [0y

Les dérivées covariantes d’un tenseur de rang quelconque et mixte s’écrit de méme avec autant de correctifs
avec les coefficients de connexion qu’il y a d’indice. Le signe des termes correctifs est positif pour les indices
contravariant et négatif pour les indices covariants.

3.4 Equations d’Einstein

Nous avons vu que le principe d’équivalence conduit & interpréter le tenseur métrique comme le potentiel
gravitationnel. La force de gravitation est donnée, quant & elle, par les coefficients de connexion et I’équation du
mouvement est ’équation géodésique définie par les coefficients de connexion. Ainsi, si I’on connait la métrique,
on peut déterminer le mouvement des corps sous 'effet de la gravitation.

La question est alors de déterminer le tenseur métrique. En physique newtonienne, c’est la distribution des
masses qui définit le potentiel gravitationnel selon I’équation de poisson

— V6= —G%f ot —A¢=dmp
T
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Or selon 'approximation newtonienne on a

1
I = 531@900 = O
ainsi, I'approximation newtonienne indique
—O0k Tk = 4nGp

ce qui tend a montrer que la relation entre la métrique et la distribution de ‘charge-source’ est du deuxiéme
ordre en la métrique, ou du premier ordre dans les coefficients de connexion.

Les seuls tenseurs de rang 2 qui sont du second ordre dans la métrique sont le tenseur de Ricci R, et la
courbure scalaire multipliée par la métrique Rg,,, .

Aussi, en général, on cherche un tenseur de rang 2 de la forme ci1 R, + c2g, R

Le membre de droite est lié a la densité de matiére-énergie et donc au tenseur de densité d’énergie-impulsion
T,.,- Or ce dernier obéit & un principe de conservation 7),,., = 0 et la seule combinaison des tenseurs de courbure
qui suit une loi de conservation de ce type est le tenseur d’Einstein

1
Guy = Rl“’ — §gl“’R'

On en vient ainsi & poser comme équation des champs
G = KT,,.

Si 'on demande encore & obtenir I’approximation newtonienne, on obtient le facteur de proportionnalité K =

8:40. La relation cherchée entre source et champ est alors
G 81G T
p = e Tw

C’est ’équation qui définit le tenseur métrique, en fonction de la distribution d’énergie et de matiére dans
I’Univers.

La distribution de matiére-énergie définit la métrique de 'espace-temps, et la métrique de 'espace-temps
détermine les mouvement de la matiére dans I’espace-temps.

3.5 Solution homogéne et isotrope

Dans le cas d’un univers homogeéne, les coefficients du tenseur métrique ne peuvent pas dépendre de la
direction, ni de la position. Ainsi, on doit avoir un tenseur métrique de la forme

ds* = A%dt? — B(dz? + dy? + d2?)
ou, en coordonnée sphériques, avec d¢? = dx? + dy? + dz% = dr? 4 r2dQ

ds* = A%dt* — B*(dr® + r?dQ)

,—I Exemple 1 N

Considérons une métrique qui est spatialement euclidienne, mais dont le facteur d’échelle dépend du
temps

ds* = dt? — a®(t)(dr® + r2d?Q).
Placons-nous dans une base orthonormée avec g, = 1, et
wt=dt, W' =adr, W =ardd, w®=arsn(h)de.
Utilisons la notation compacte w = (w!,w”, w?,w?) et déterminons Q telle que

dw+QAw=0.
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On a clairement

0
oo — adt Ndr
e ardt A df+ adr A df
arsin(8) dt A d¢ + asin(0) dr A d¢ + ar cos(0)dd A d¢
dw? 0
dw” 4t AW .
dt | = At awd 4L A WP =-—QAw=—(w, Aw")
dw® gwt/\wd)—l—éwr/\wd’—l—%f)wa/\qu
We retrieve thus ) )
r a q a )
0 —w —w —w
a a
T 0 _1 0 10
o=@ — ()
40 Lo 0 ——Cozsg)w‘i’
a
a I 1 .. cot(d), ¢
—w Sw W 0
a

The curvature two-form is then given by

R=dQ+ QN0

with
0 + + +
Gt Aw” 0 0 -
dQ) = . .
Gt Nw? + w" Aw? 0 0 -
%wt Aw® + %w’" Aw® + ﬁ cot(0)w? A w? %g)wg A w? a21T2 WA 0
and
0 0 + +
0 0 — -
= %wg Aw" (%)2w9/\w’" 0 —
%w‘ﬁ/\wr—k ﬁcot(e)w‘j’/\wg (%)2w¢/\w’"+ %&?w‘ﬁ/\wg (g—z — a21rz)w¢/\w9 0

So that the curvature2-form is

0 + + +
Gyr Aw? 0 . -
R = _ L
—Zcue/\w75 (%) Wl Aw” 0 _
—%wd’/\wt (%)Qw‘z’/\wr (9)2w¢/\w9 0
The Ricci tensor is then

i a a\®> a i a\>
Ry, = diag(=3—,—— + 2<> y——y—— — 2() )

a  a a a’  a

and the scalar curvature
R=0,

Which is clear since the 3-space is euclidean and the factor a is just a time-dependent scale factor.
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So the Einstein tensor is equal to the Ricci tensor

3¢ 0 0 0
a a 9
0 —2() 0 0
G=(G")=(R") = “ “woo.

0 0 - 0
i a\?

0 0 0 +2<>
a a

The values of these matrix elements are then related to the energy-momentum tensor. In a homoge-
neous fluid filled space of mean density p we have

a 8r(G
—3-=— pc?
a c
and we can write it as B
a
— = Rkp.
a

i,
a
from which we have
a =kt + ag.
If p is a constant instead we get
a . Kp
—3—=kp & d+ —a=0
a 3
of which the solution is of the form
a(t) = amax COS (1 / %t + ¢0).

3.5.1 Meétrique de Friedmann-Robertson-Walker-Lemaitre

dr?
1— kr2

ds* = Adt* — R*(t) ( + erQ)

avec k € {—1,0,1}.
On peut évaluer la taille de ’Univers en calculant son rayon

b b
T dr
)= [ =ro [

Si k€ {—1,0} (univers ouvert ou de courbure nulle), alors r € [0, 00] et l'intégration du rayon peut se faire de
a =02 b= o0. L'univers est de taille infinie s(0, 00) = co.

Si k =1 (univers fermé), alors la variable r € [0, 1] et s(0,1) = wR(t), l'univers est de taille finie, mais sans
bord. La géométrie spatiale est celle d’une 3-sphére Sjs.

3.6 Solutions a courbure constante (espaces de De Sitter)

Les espaces de courbure constante se divisent en trois catégories. Les espaces de courbure positive (de De
Sitter), les espaces de courbure négative (anti-De Sitter) et les espaces de courbure nulle.
3.7 Energy-Momentum Tensor

Le tenseur d’énergie impulsion T"” détermine la courbure de ’espace-temps via les équations d’Einstein

_ 8nG
=—

G T,
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En résolvant cette équation pour g"¥, on obtient la métrique (qui généralise le potentiel gravitationnel de la
mécanique newtonienne).

3.8 Equations linéarisées et ondes gravitationnelles

On considére que la métrique est quasi-minkowskienne (quasi plate)

Guv = Nuv + h/,uz

avec h,, < 1 en unités naturelles et on développe les résultats au premier ordre en h.
En particulier, les coefficients de connexion sont donnés par

1
Lyap = 9 (aﬁhav + aahﬁv - avhaﬂ)

et T 5 = 1" T ap.

3.9 Solution de Schwartzschild

2M 1
2 _ 2 2 _ 2.2
ds (1 r)dtl—QMdr —r°d°Q)

3.10 Solution de Kerr

3.11 Solution de Kerr-Newman
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