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Premiére partie

Bjorken and Drell I. Relativistic Quantum
Mechanics






Conventions

D’aprés les livres [BD64, BD65]. Les conventions sont les suivantes
Pour la métrique de Minkowski g = diag(1,—1,—1,—1), (avec h = c = 1), p°

P =0"p), 9" =(0,V)

et
Ainsi

Pour les matrices de Dirac

avec les matrices de Pauli o0 = (0!, 02, 0%)

1_ (0 1 2
"‘(10"’

on obtient
i i 0 o'
V=B et v =pa =<_Z 0)
soit
0 0 0 1 0 0 0 —i
1 0 0 0 10 0 0 i 0
0 __ 1 _ 2 _ 3 _
7<0—1)70—10070i007
-1 0 0 0 —i 0 0 0
qui vérifient
{7} = 29"
. 0 1
75275=w°717273=(1 0), {7} =0.
Finalement .
0“”:%[7",7”], ottt =0
et

E
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Chapitre 1

The Dirac equation

1.1 Problems

1.1.1 Problem 1 p.13
Récrire les équations de Maxwell sous la forme d’une équation de Dirac de la forme
. he 9
zh&tw = TO(Jajw + ,Bmc ¢7

ou ¢ est une amplitude a six composantes. Que valent les matrices correspondant aux matrices
aet 87

En unités CGS, les équations de Maxwell s’écrivent

V-FE =4mp
V-B =0
dB+VANE =0
O0FE -V AB =4xj

Les deux premiére équations découlent de ’équation de continuité et des deux derniéres équations.
Ces deux derniéres équations peuvent se mettre sous la forme de 1’équation de Dirac sans termes de masse

(B=0)
3
O F + Z QO F =J
=1

ot F = (E,B) et J=(j,0) sont des vecteurs & 6 composantes et les o’ sont des matrices 6 x 6. ce qui donne

00 0 0 0 0 0 0000 —1
00 0 0 0 1 0 0000 0
00 0 0 -1 0 0 0010 0

GF+10 0 0 0 0 ol o 0100 o|%F
00 -1 0 0 0 0 0000 0
01 0 0 0 0 10000 0
00 0 0 10
0 0 0 -1 0 0
0O 0 0 0 00

tlo 10 0 o o|®F=/
1 0 0 0 00
0O 0 0 0 00

1.1.2 Problem 2 p.13

Montrer que les matrices

Q@
Il
N
Q. o
o 9,
N———
o
-+
=
Il
N\
==
=)
Ry
N———
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vérifient P’algébre

Par calcul direct

de sorte que

car {o,07} = 24;;.
De plus

et

ainsi

Enfin, on voit clairement que

{a, ak} = 26,

i g oo’ 0
0 olo

i i il 0
{Oé ,Oﬂ} _ <{J OU } {o-i,aj}> = 25ij14><47

{B,a'} =0, et p*=ai=1.

1.1.3 Problem 3 p.13

Montrer qu’avec 7 =p — £A on a

Clairement on a

h
(J~7T)2:7r2—6—0-B.
c

_ as a; — ia2 b3 b1 — ’ng
(0-a)(o-b) = <a1 + ias —as ) (b1 + 1bo —bs >

soit

Ainsi

Or, on a

Ainsi, on obtient

©Guglielmo Pasa

_ < a~b+i(a1b2—a2b1)
-\

(a3b1 - albg) - i(a3b2 - agbg))

a3b1 — albg) + i(Gng — (lgbg) a - b + i(Qle — ale)

‘(U'a)(crb):a~b+i(a/\b)~a.‘

(oc-m)(oc-m)=7m-m+i(rAT)- 0.

(& &
WAW:(p—EA)/\(P—EA)

:—E(p/\A—FA/\p)
r (OaAs — O3 A
:_% (23,32>+AAﬂ

eh T ((82143) - ((93142) -+ A332 - Aga;g) AN v:|

== (VAA)—AAV+AAV]

eh

(O"ﬂ')(d-’i‘r):ﬂ'-’/’r—?B-O’.

12
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1.1.4 Problem 4 p.13

Vérifier que 'on a les relations d’Ehrenfest

dtr:%[H,r]:cazvop
dﬂ—i[Hﬂ—EZ?A—e[E—&-lv x B]
t _h ) Ct - ¢ op .

L’hamiltonien de Dirac s’écrit o
H=ca-(p—-A)+ Bmc* + eg.
c

On a alors,
d )
%T = ﬁ[H7 7"]
Cea- (p— SA) + fmc® + e, 1]
h c
— Lea-pyr]
=z ca - p,r
= %cow [p, 7]
avec [p,r] = —ih on trouve
d
%r =Cco = Vo
De plus
d ) e
= %[ca “(p— EA) + Bmc? + ep,p — ZA] - Z@tA
1 e e e
ﬁ( =A),p— EA] leg,p— EA]) - EatA
1 e e e e
ﬁ( p—EA),p]—E[COé'(p—EA),A}-F[e(b,p]) _EatA
) e e e e
%( - ),p]—E[Ca-(p—EA),A])—i—e[(bV—qu]—E@tA
e e e e
E[COZ A, V] - Eﬁ[ca (p— EA)»A] +e(pV = (Vo) — ¢V) — EatA
) 1
=—ea' - [A;, V] —ea" - [0;,A] +e(— Vo — EatA)
= —ea’- ([Ai,V] + [3,-,14}) +eF
e .
= —EVZOP . ([AZ-,V} + [(%A]) +eE
Avec
F; = [Ai, V] + [61, A] = A,V — VA, +0;A— A);
= —(VAi) + (0:4)
01 4; 0; Ay
— | 02A4; | + | 0;A2
034; 0; Az
0; A1 — 01 A;
= | 0;As — D1 A;
0;As — 03 A;
on obtient

0 0
Fy = 81A2 — (92141 = Bs
81A3 — 83A1 —Bs

13 ©Guglielmo Pasa
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82141 — 31A2 _BS
Fy = 0 = 0

02 Az — 0345 B

03A1 — 0143 By

F3 = 83142 — 82A3 =\|-B
0 0

et

Ainsi, on a
’0332 — UQB?,

v-F=v'F,=|v'By—v3B; | = —vAB,
’02B1 —’UlBQ
et d
e
&ﬂ' = EVOp AB+€E
soit

d 1
@’ﬂ' = €(E+ EVOP/\B)'

1.2 Pauli equation p.13

Dirac equation

ihOp) = {ca (p— EA) + Bmc? + €¢>} (U
_ (X
o= (%)
()20 () (9 (9

With positive energy and y and £ slowly varying functions of time

(&)= )
() oo = () e E) -2 ()

thdyx = co - € + epx (%)
ihOE = co - Y + ep& — 2mc3E

with

we obtains, with 7 =p — €A

that is

For slowly varying &
0=co -y + epé — 2mc*e
and neglecting e¢¢ compared to 2mc2€
o-T

§

- 2ch

and in ()
(0 -7m)(o-m)

+eo| x
and x is a 2 component spinor.

(o-7)(o-7m)=m+iom xm

h
=—n2- 5. B.
c

©Guglielmo Pasa 14
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We get then the Pauli equation

— €4)2
1thdyx = (p—24) — th-B—i—eqﬁx
2m 2mc

Also . o
(p— EA)Q =p° - E(p~A+A-p)+0(A2)

to first order in the fields.

With
1 BQT’g 7B3’I”2
A:§BX?":§ B37’17B17'3
Biry — Bary
we have 1 1 1 1
p-A:—iihr-(v><B)+§B-(r><p):—iihr-(VxB)—l—iB-L
and )
A-p==-B-L
P=3
so that

1
p~A+A~p:—§iﬁr-(VxB)+B~L.
Then, for a uniform weak field V x B =0

2
_ D e
=L __~ (L .
ihopx {2m 2mc( + ho) B+e¢}x

and with the spin operator S = %Fw we recover the Pauli equation with the gyromagnetic moment for the spin
g=2

2
ihdyx = [p —e(L+25)~B+eqb} X
2m  2mec

15 ©Guglielmo Pasa
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Chapitre 2

Lorentz Covariance of the Dirac equation

Exercise 2.1
Verity (2.26)

Eq (2.26) states that
S =050

with (2.22)
S = exp (—;wawlﬁ”>

and, by (2.16)

i
3 Vo> W]

Opy =

and using [vyp, 0] =0

Exercise 2.2
Verify the transformation laws given in (2.38)

The laws given in (2.38) are

1! !/

') (z") =y (@)(z)
WY (af) = P(@)ST sS%(x) = det(a)d(x)vs1(x)

P (2"
(')
V(@Y ) = au (@) (@)
V' (a')
P'(2’)

)

~

I/

=

\

(@) sy (') = det(a)a” b (z)ysyH ()
V(o (') = ataa? gh(z)oPy(x)

17
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Chapitre 3

Solutions to the Dirac Equation for a Free
Particle
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Chapitre 4

The Foldy-Wouthuysen Transformation
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Chapitre 5

Hole Theory
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Chapitre 6

Propagator Theory
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Chapitre 7

Applications
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Chapitre 8

Higher-order Corrections to the
Scattering Matrix
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Chapitre 9

The Klein-Gordon Equation
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Chapitre 10

Nonelectromagnetic Interactions
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Chapitre 11

Quantum Fields : General Formalism

11.1 Problems : Le champs vectoriel massif
On part de ’équation d’onde du boson massif de spin 1
[gzw(D +m?) — 8M8y]¢”(x) =0,

d’ott 'on déduit la contrainte

0,¢” = 0.

a) Construction de la densité lagrangienne.
Supposons qu’il s’agit d’une équation d’Euler-Lagrange, on obtient la forme variationnelle en multipliant
I’équation ci-dessus par §o*

G 009" 5" + m? g, 0" S — 0,0,8" 56" = 0,

d’ou
6£ oV 1 v
0L = W&b# = g,uuaaa Qs 5¢H - auau(yb 6¢H + mQQ;wd) 5¢H
Le terme de masse provient clairement de la variation de
1 2 v 1 2 v
Ly = §m guz/(ﬁ“(b = §m " o

La partie cinétique s’obtient en intégrant une fois par partie les termes avec dérivées
6L = =g, 0%¢Y 0o 0t + 0,07 0,69,
En utilisant la propriété 0,0¢ = §(04¢) on obtient
0L = —g,,0%¢"0(0ad!) + 0,8"3(0ud"),

qui provient clairement de

L= —%gw((?%”)(aaqb“) + %(BVQSV)(‘?W“)

que ’on peut récrire
1 1
L= _5(8a¢y)(6a¢u) + i(auqbu)Q'

En remplacant o par g on peut écrire le lagrangien

1 1 1
L= _i(aud)u)(aud)u) + §m2¢y¢u + 5(8u¢y)2

b) Construction de la densité hamiltonienne.
Les moment conjugués sont donnés par
oL
T = —— = —0p¢” + d0, 00",
6(30(25”) 0¢ + ooy u(b

37
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Ainsi, en prenant en compte que dy@” dod, = Aop°0d° — Do’ D, on obtient

0 = —80(;50 + 8M¢‘u = ngi)j
7Tj = 80¢j.

En termes de 7# la densité lagrangienne s’écrit
1 1, 1
L= —(0%6")(000) — 5(076")(056,) + 5(000°) (B06")

") D367) + 3 (016)(0307) + 560"

1 1 o1 1
= —5000°00¢° + ! — (V) - (V") + 5 (90¢°)* + B¢
1 02 1 2 v
+ 57"+ 5mP6ue

= 57 = 5(76,) - (V6") + 0o

1 042 } 2 v
+ 2(7T ):+ 2m o)
avec la contrainte 4
8V¢” =0 < 80(b0 = — j¢] = —7Y.
Ainsi
1 ;1 v 042 0.0
L= gmjrd = 5(V6,) (V) + 5 (%) — n°n
1 0\2 1 2 v
_ _1 0\2 1 T 1 . v 1 2 v
= 2(7r )  + 57T 2(qu,,) (Vo") + 5 o
1 v 1 v 1 2 v
= —mr” = 5 (V) - (V") + 5m?6,0
La densité hamiltonienne s’écrit
H = Wuaoqﬁ# - L
1 1 1
= 770(—7T0) + mim + §7TV7TV + §(V¢V) (VoY) — §m2¢,,¢>”
_ _1 0\2 Iy 1 . vy _ 1 2 v
On obtient finalement
1 1 1
H=—om’ = (V) (V6") = 526,06

©Guglielmo Pasa 38
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Quigg
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Conventions

D’aprés le livre de Quigg [Qui97]. Les conventions sont les suivantes
Pour la métrique de Minkowski (avec i=c=1)

pN = (Eap)a alu = (807V)

et
Pu = (Ea —p), au:(aoa_v)'

Ainsi
pupt = E* —p? =m®.

41
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Chapitre 2

Lagrangian Formalism and Conservation
Laws
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Conventions

D’aprés le livre de Aitchison et Hey [AH93]. Les conventions sont les suivantes
Pour la métrique de Minkowski (avec i=c=1)

pN = (Eap)a alu = (807V)

et
pu = (E7 _p)a ap« = (80, —V)
Ainsi
pupt = E* —p* =m’.
Pour les matrices de Dirac
(0 o

*=\s 0

et

(o )

1 9 dp;
d = M| Ht ((%)fw) (2m)*s(M = p)

out

Largeur de désintégration

Section efficace

M|? d®p; A
do = M| 5 2]§g<(2ﬂ)§;&)(2”)5(21%—2]%

A(p1 - p2)* — mim3 in out
Collisions élastiques (e(k1) + I(p1) — e(k2) + I(p2)), variables de Mandelstam

s = (k1 +p1)? = (k2 +p2)?
t=¢q>= (ko — k1)*> = (p1 — p2)*
u=(ky—p1)* = (p2 — k1)?

s—&—t—l—u:Zm?.

K3

49



©Guglielmo Pasa

©Guglielmo Pasa

50



Chapitre 2

Electromagnetism as a gauge theory

2.0.1 Problem 2.1 p.61

1

a) un boost dans la direction x* s’écrit, avec ¢ = 1

t =t —val)
= y(—vt+2!)
12 .’L‘2
B 43

1
2

oty = (1 —v?)"2.
b)

2.0.2 Problem 2.2 p.61

Déterminer les composantes indépendantes de F*.

2.0.3 Problem 2.3 p.61

Montrer que . ‘
ezqf(w)ﬁe—Wf(w) =P — q0, f (x)

On a
el1f (@) pe=iaf (@) — giaf(@) (i, )e~iaf (@)
— jqf(m)( — i(Bye @)y — 7;eﬂ'qf(fb)@m)
= eiQf(’”)e_iqf(w)( —i(—iq0, f(z) — i0,)
= —q0. f(x) + P
Ainsi

¢111 () pe=ial (2) — 5 _ 49 f(x).
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Chapitre 3

Klein-Gordon and Dirac equation

3.7

Problems

3.7.1 Problem 3.1 p.80

2)

L’équation de Schreedinger s’écrit

—V%+Vip —idpp =0

et la forme conjuguée
—V2* +p*V +idpp* = 0.

En multipliant la premiére par 1* et la seconde par 1 on obtient respectivement
VA + VYt — i 9p = 0
et
—YVA* + V™ + idy* = 0.
La différence entre la deuxiéme et la premiére équation donne
VIV — VT iy O + 4 0") = 0,
que 'on peut récrire
—iV("VY —YVYT) + 9, (™) = 0.
En posant
* - 1 * *
p=1Tp et J=;(¢V¢—¢V¢)

on obtient I’équation de continuité

En partant de ’équation de Klein-Gordon

(O +m*)p=0
et de son conjugué

(O +m?*)¢* =0

en procédant de méme que précédemment on trouve
¢ +m6"6 = 0

et
¢o* +m2p*p = 0.

En prenant la différence de la premiére avec la seconde équation on obtient
¢*0,0"dp — 0, 0" " = 0.

On peut sortir une dérivée partielle (la somme étant toujours sous-entendue)
0u(¢"0" ¢ — p0"¢™) =0,
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car on voit que les termes en 0,,¢0"¢* s’annulent.
Ainsi, le courant conservé est donné par, on divise par ¢ pour obtenir la mA®me forme que dans le cas
du courant conservé de I’équation de Scroedinger,

7= () = (6700 — 90")

Soit I’état libre 4
¢ = Ne 'P*

avec p* = (E,p) et z* = (t,r). Le courant conservé devient alors
1 , , , .
jM — fNQ(elpz(fipH)efwz o efzpm(ip,u)ezpm) — 2N2p“.
i

On voit que, dans ce cas, le courant conservé est proportionnel a p#.

3.7.2 Problem 3.2 p.81

a) Avec les matrices de Pauli 2 x 2

/01 O (10
=81 0)°27\i o) ¢ 3T o -1

2
0; = laxo = 03laxo

On a clairement

et
(i 0 . (=i 0
0109 = 0 —i [§ 09201 = 0 i
et
(0 i . (0 i
09203 = i 0 (3 0309 = i 0
et enfin

(0 1 + (0 -1
0301 = -1 0 € 0103 = 1 0
On voit immédiatement que

{o1,00} = {02,03} = {03,001} =0

et avec l'identité sur o7 on a bien

‘ {oi, 05} = 26;1ax2. ‘

De plus, on a

[0'170'2] =2 <(]j _01> = 2i03
[0’2,0’3] =2 (? é) = 2i01
(01, 00] = 2i <Q _OZ) = 2ioy

ce que 'on peut écrire de maniére plus compacte

[0i,0;] = 2ie7*ay.

On voit alors, par la relation d’anticommutation, que

O'jO'i = 25@‘ — O'Z‘O'j.

Dans la relation de commutation

0i0j — (2(5@‘ — O'iO'j) = 2i€

Soit

ijkO'k.

0,05 = 6ij + iézijk.
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b) Ainsi, on a (somme sur 4,j et k sous-entendue)

(0-a)(o-b) = ga'o;b
=a'Vo,0;
= a'tl (6;; + i€ ay,)
= a'b; + ieijkaibjak

=a-b+iok - (axDb),

soit
[(0-a)(c-b)=a-b+io-(axb)|
Avec
. _ Dz Dz _ipy
(U P) (pw+lpy —ps )7
on a

(o p)? < - pm—ipy)Z

Pz + ipy —Pz

( P2+ 2+ p=(Pe — ipy) — P2 (Pe — ipy))
(pm + ipy)pz — Pz (pz + ipy) pi + pg + Pg

20
<16 p2> = p*laxo.

3.7.3 Problem 3.3 p.81

Soit la solution de ’équation de Dirac libre
W = we PT

avec le spineur w défini par les spineurs A deux composantes ¢ et y par
o= <¢> |
X
10 = (—ia -V + fm)y,

; 0 o 1 0 ;
S —ipr _ | __ . A —ipx
i(—iE)we = [ i (g 0) vV + (0 1)} we

Dans I’équation de Dirac, on obtient

soit

soit, avec pr = Kt —p-r

Ainsi

ce qui donne

soit
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3.7.4 Problem 3.4 p.82

a) Les matrices o et 8 sont définies par

0 o 1 0
=8 )
On a clairement 2 = 145 et

1 0 0 o; 0 o
w=(o )0 9)-(5 9)

0 o, 1 0 0 —0;
b = (Uj Oj> (0 —1) - (O'j OJ)

et

de sorte que

Enfin, on a
P 0 g; 0 gj _ 0 003
Ay = g; 0 gj 0 o 0i0; 0

{ai701j} _ < 0 {Uiij}) — 25ij14><4«

{oi, 05}
On définit, maintenant, les matrices de Dirac v* = (7°,47) = (3, Ba)
On a alors, clairement

de sorte que

(%)% = Laxa, donc {7%,7°} = 2 Lyxa,

et
{+°,7'} = {B,Ba’'} = BBa’ + Ba'B = o' + Ba’B.
or
in (1 0Y/(0 o\{1 0\ (1 0\[/0 —o
50‘6_(0 —1) <0i 0) (0 —1)‘(0 —1) (m 0)
( 0 —O'i>
- —0; 0 = %
Ainsi,

(.} =0.
De plus, on a
{7v',7} = {Ba’, B’} = o’ B’ + Ba’ B
— (~a')a’ + (~a)a’
= —ad'ad —dlat
= _{aiv aj}
= 725” ].4><4.
Avec g = diag(1,—1,—1,—1), on a
{7} = 29" 1axa.
L’équation de Dirac s’écrit
i + i - Vo — fmap = 0.
En multipliant cette équation A gauche par 8, on obtient
180 +ifa-Vip —myp =0
et avec les définitions des matrices de Dirac, on obtient
00 + iy 09 — myp = 0

que 'on note

‘ (iv*0y —m)y = 0. ‘
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b) Posons v = 14", L’équation de Dirac conjuguée s’écrit
—i8, T (") = myT =0

ou encore '
—i0ott° + 00Ty — myt =0,

ot 'on a utilisé la relation (/)" = —47 et (4°)" = ~%. En multipliant & droite par 7° et en utilisant

l'identité (7°)? = 144 on trouve

—i0o (Y17 )" + 0591 (1°) 477" —myTy® =0
soit - - A -
=09y + 1054 777" — myp = 0.
Or on a _ _ _
1Y = =470 = 7,
De sorte que ’équation de Dirac de ¥ devient
0y — 10,077 —map = 0.

soit

—i0, " — my = 0.

c¢) Avec le courant de Dirac B
J* =",
on a
auju = (8;1@'7#)1# + @7“3;@

= imyp + ¢ (—imy)

= im(Y) — Yy))

=0

3.7.5 Problem 3.5 p.82

Soit les spineurs d’énergie positive
_ i ¢ _
ulp,s) = (E4+m)2 | op ,s s=1,2,

et d’énergie négative

1 a'p Xs
o) = (B +m)t () s-2

On a alors

whu=(Em) (6 720 (on )

E+4+m
= (- m) (o1 + TRATR)
(E +m)? + p?
(E +m)?
E?2 4+ 2mE 4+ m?+ E? —m?
E+m )
2FE% + 2Em
E+m )

= (E+m)oo(

= T (
= 1o (
= 2E¢! 6.

Comme les spineurs A deux composantes sont normalisés & 1, on a ¢Tep =1 et

ulu = 2F.
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On a de méme

vio = (E+m) (;ﬁnXT XT) (E':E"X)

= (F+ m)XTx<((T(.Ep_)F(:ﬂL$2p) + 1)

p?
:(E+m)<(E+m)2 +1)
E? —m? + E? +2mE + m?
E+m
2E? + 2Em
E+m
=2F.

3.7.6 Problem 3.6 p.83

En définissant la dérivée covariante D, = 0,, + igA, et en remplacant d,, par D, dans '’équation de Klein-
Gordon, on obtient
(D,D" +m?)¢ = 0.

En développant la dérivée covariante, on obtient

(DuD* +m®)p = (0 + igA,) (9" + igA*) +m?)

((0,0" + g0, A") +iqA, (0" + igA*) + m?)¢
= (9,0" +iq(D, A" + A, 0") — P ALAM +m?)
0

Ainsi, en isolant A gauche le terme de Klein-Gordon et en déplacant les autres termes a droite, on obtient
(O+m?)¢ = ¢* A, A" —iq(9, A" + A,0").
On peut maintenant, en identifiant le membre de droite avec —VKg¢ déduire I'expression de Ve

Ve = —? A, AP + iq(0, A" + A,0").

3.8 Problems from the New edition 2002

3.8.1 Problem 4.2 p.101
3.8.2 Problem 4.5 p.102
3.8.3 Problem 4.6 p.103
3.8.4 Problem 4.7 p.103
3.8.5 Problem 4.8 p.103
3.8.6 Problem 4.9 p.103
3.8.7 Problem 4.10 p.103
3.8.8 Problem 4.14 p.104
3.8.9 Problem 4.15 p.104
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Chapitre 4

Quantum Field Theory

4.1 Problems

4.1.1 Problem 4.1 p.125
Avec I’équation (4.33)

ZA sm(MTx),

on remplace dans l'expression de I’énergie (4.34)

E= /[ (0,9) ;Z(aqu)g}dx

(&Lqﬁ x, t Z ArlA,Q sm( )s' (TQECE)

T1,72= 1

(0,6(x, 1)) = i (7“221;2) Apy Ar, cos (r12x> cos (rim) :

r1,r2=1

et

L’intégrale sur x de 0 & L des sin et des cos dans chacune des sommes ci-dessus donne %5“7% de sorte que
I’expression de I’énergie devient

LK1 4, 1
E=2Y §pAf + = pw2A?

2 2
r=1
ol wy = ’"2”2C2
4.1.2 Problem 4.2 p.125
Soit le potentiel gravifique V' (z) = —mgz, Le calcul de action sur un chemin ¢(¢) est donné par
ta
S = dt L(q,q,t),

ty

avec t;1 = 0 et to = tg et ol

1
L(g,g,t) =T -V 5mE + mgx
pour les trajectoires suivantes
1. z(t) = at.
On a alors )
T = ima2 et V = —mgat
de sorte que
o1 1, 1 , 1
Si(to) = zma + mgat dt = 3ma to + §mgat0 = §mat0(a + gto).
0
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2. x(t) = gt*

On a alors
1 1 1
T = —m(gt)? et V = ——myg(gt?) = ——mg*t?
2 2 2
et
S SEEPIP S L 93
Sa(to) :/ —mg“t® + —mg“t* dt = -mg“t;.
, 2 2 3
3. z(t) = bt
On a alors
9
T= im(bt?)2 et V = —mgbt?
et

tog 9 1
S (ty) = / 5mb%‘1 + mgbt® dt = gmb%g + ngbté.
0

Avec z(tg) = atg = $gt3 = bt3, on a

1 1lg
@z g0 € 21
Ainsi
1 1 3 3
S1 = émato(a + gto) = ngtg(igto) = ngth'
et
9 1 1 1
S3=— 23 t2)to —)mg*t3.
3= gMmygly + 4mg(2g o) (20 + 8)m9 0
En résumé
S1 = 120 mgt]
Sy = 120mg2t3
S3 = 16290mg2t8.

Ainsi, on voit que
S1 > 59 et S3 > Ss.

4.1.3 Problem 4.3 p.126
1. L’évolution de l'opérateur ¢ est donnée par I’équation de Heisenberg
(avec i =1). Ainsi, pour 'hamiltonien (4.54,p98)

.1 1
H= 524 2mw2d?
ot T

on a

On conclut, ainsi, que
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2. De la méme maniére, on a

p=—ip, H]

— 5 I o 1 2 ~2

- Z[pa 2mp +2qu]
v (., 1 5

R 1. A9\ A
=3 (p(mp + mw?q®) — (Ep2 + mw2q2)p>

1 .
= —5mw” ((dp — 1)q — a(pq + 1))
Ainsi,

4.1.4 Problem 4.4 p.126

a) L’hamiltonien est donné par
N _ LﬁQ + lmw2q2
2m 2 ’

Les opérateurs de création et d’annihilation sont donnés par

= ———(a+a)
= a+a
e V2mw

5= =iy [0 - a)

A partir de la relation de commutation [¢, p] = i on trouve

o] = | (Vi + ) (Vi - =)

— (vomwi - Vg +

T 7
vt Vi)
L
= 5 (94 — iqp — idp + ipq)
i
= 290p.§
5 2lp: 4l
=i(—i)=1
En remplagant dans I'expression de I’hamiltonien les p et les ¢ par les opérateurs de création et d’anni-
hilation, on obtient

. 1 mw 1 1
= 1\ s a1 2 - 2 ~ ~1\2
5 (“D) (@ —ah) + gmw’ o (a +a')
= —Z(a—aha—a" +S(a+ah@a+ah
_ %( —a? — (ah? +aat +afa + a2 + (ah)? + aa’ + ata)

w
= —(aa' +a'a)
2
en utilisant la relation de commutation ci-dessus, on trouve
o= (a'a+ 1)w.
2
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b) On peut calculer les relations de commutations des opérateurs avec I'hamiltonien

. 1
[H,a) = wla'a + 50l = wla'a, a
=w(a'a® — aa'a) = w(a'a® — (a'a +1)a)
= —wa
et
[H,a'] = wlaa,al]
=w(a'aa’ —a'a'a) = w(al(a’a+ 1) —a'a'a)
= wal

¢) Pour vérifier la normalisation de

commengons par calculer

a"(a" oy =a""(afa+1)(a"H)""" o)
=a""'aa(a")""t o) +am " (ah)" ! o)
=a""'(ah"ra(a") " 0) + ka" (@) [0)

et pour k = n on obtient
a"(ah)" |0y = a"~'(ah)"alo) +na"t(ah" o),
ol le premier terme est nul, car a|0) = 0. Il ne reste plus que
a™(ahm|0)y = na"t(@H"10).
On voit tout de suite qu’en procédant de méme pour les opérateur d’annihilation restants on obtient
a™(@hm0) = n(n — 1)a""2(@"hH)""2|0) = n!|0).
Ainsi,
(nln) = - (0] (a"(@')" 0)) = ™ (0]0).

Ainsi, si (0] 0) =1, on a bien
(n|n) =1.

d) Avec le résultat obtenu dans le point précédent, on peut calculer, en faisant passer 'opérateur d’annihi-
lation vers la droite, & travers les n opérateurs de création,

Ainsi, on a

4.1.5 Problem 4.5 p.126

En partant de la densité lagrangienne
. 1
L=ip* ) — —Vy*- V¢
2m

©Guglielmo Pasa 62



CHAPITRE 4. QUANTUM FIELD THEORY

©Guglielmo Pasa

les équations d’Euler-Lagrange par rapport & 1 donnent
oL oL oL
— =0 —=+V| ==
oy <6w> (5(%))

0=di)* + %V(w*)

soit

d’out I’équation de Schreedinger pour *

iij* i

Y™ = o

L’équation d’Euler-Lagrange pour ¢* donne

0 =0~ 5 V(Vy)

d’ott ’équation de Schreedinger pour

1O = —iv%.
2m

On constate que ces deux équations sont bien conjuguées I'une de I'autre.

Dans les exercices suivants on ne notera plus le chapeau sur les lettres pour désigner des opérateurs, leur

utilisation rend la nature des opérateurs claire.

4.1.6 Problem 4.6 p.126

Les relations de commutation des opérateurs de création et d’annihilation sont données par la relation (4.104)

lak, al,] = 272w (k — k'), et lak, ar’] = [ay, a),] =

Pour la relation de commutation de ¢ et m on obtient

[p(x, ), 7(y,1)] = /miﬁ

. g s . 1.7 . ’
[akezkr iwt + a%e 1km+zwt’ ak/e’k y—iw't

™ w
_ [az’ a;i/]e—i(kx-i-k/y)-ﬁ—i(w—i-w’)t

_ [ak7 az,]ei(kx—k’y)—i(w—w’)t

+ [CI,L, ak/]efi(kmfk'y)Jri(wfw')t

2 ) (2n)? 2w

—2m2wi(k — k’)ei(mk’y)ﬂ(a}w’)t)

dk

1

2 2

Ainsi, on obtient bien la relation (4.95)

([, ). m(y, )] = id(x — y). |

63

L, e*ik’y%»iw't

_ ;Z / dkdk’ 1 ( 27r2w5(k . k/)ei(kasfk'y)*i(wfwl)t

_ /7eik(x7y) 4 e~ thE—y) — %(25(1« ~y))
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4.1.7 Problem 4.7 p.126

La densité hamiltonienne de la corde vibrante est donné par

H—%w+(m@

avec
T =0 et H:/daj’;‘—l7

ou H est 'opérateur hamiltonien.

On a de plus
dk 1 ikx—iw T —ikx+iw
¢@”:/Zaj%e " agem )
“ dk 1
m(x,t) = O = gi(—iw)(akeikx_wt — af e~ tkativty
On peut alors écrire
(o, )2 = / dk dk' —iw —iw’
(27)? 2w 2w
(akeik:w—iwt _ aLe—ikz+iwt)(ak/eik/m—iw/t N aL,e_ik/x—i_iw/t)
1 [ dkdk . N , . N /
_ _1/ (27T)2 akak,el(k-‘rk Jr—i(wtw’)t + aLaLe—z(k-i-k Ye+i(w+tw’)t
_ aka;ei(kfk')mfi(wfwl)t _ aj;rcaklefi(kfk’)mqti(wfw’)t
et avec dk 1
zk:rfiw T —ikx+iw
O = /%2— (ik)( b — af e ety
on a
dk dk’ ik ik’
ooz, 1)? = [ LI
¢(:1) / (27)2? 2w 2w’
(akeikz—iwt _ aLe—ikr-&-iwt)(ak,eik’m—iw/t - a;i,e_ik/z—"—iwlt)
1 [dkdk kK N )
— _ = i(k+k")z—i(wtw’)t T T —i(k+k)z+i(wtw’)t
1/ e i e Tk
. akal/ei(krfk/)a:fi(wfw')t _ alak/efi(kfkr')awki(wfw')t’
Ainsi

. akai/ei(kfk')a:fi(wfw')t o a}];ak/efi(kfkr'):xz+i(w7w')t)

L’hamiltonien s’obtient en intégrant sur x

H:/dx?—l

dk dk' (1 n kk'

) (araw 6(k + K )e Wt

8 ) on I
+ akak’ kE+ k' ) i(wtw')t akak/5(k k' ) —i(w—w')t
_akak’ k— )zw w)t)
k(—k)
— 1 3 —i(2w)t il T Z(Qw)t
8 o ( + ]2 ) (aka ke +aza )
k(

- (1) sk oo
1 [dk
- §/§2(akal +alay)

dk 1 |1
:/ 77% {2(akal+alak)]w
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c’est la formule (4.106)

dk 1 |1
_ T T
H = / %Z |:2 (akak + akak):| w.

4.1.8 Problem 4.8 p.126

Soit la densité lagrangienne de deux champs réels scalaires ¢; et ¢o
1 1 1 1
L=-0,010"p — zm*¢T + 0,020 dps — —m°¢3.
2 2 2 2
On opére une rotation dans tout l'espace (transformation de jauge de 1™ espéce) des champs

¢ = cos(a)or —sin(@)dy __ [61 = cos(a)sf +sin(a)d)
oy =sin(a)ér +cos(a)gs | o2 = —sin(a)¢ + cos(a)h.

On a alors
01 = cos(a)0, ¢ + sin(a)0,,0%
Oup2 = —sin(a)d, @) + cos(a)0,¢h.

Ainsi, la densité lagrangienne s’écrit

cos(a) 0@y + sin(a)0,,5)(cos(a) 0" ¢y + sin(er) 0" )

o
Il
DN | =
—~

(cos(a)y + sin(a)¢)(cos(a) @y + sin(a)¢))

_|_

(—sin(@)d, @) + cos(a)d,¢h)(— sin(a) 0" ¢} + cos(a)dH @)

N =N =N =

(—sin(a)¢] + cos(a)¢y)(—sin(a)dy + cos(a)¢y)
Ce qui donne

L = ~(cos?(a)0,¢,0" ¢ + sin® ()9, 50" ¢y + 2sin(a) cos(a)d,.d) 0" dh)

DO =

— 5 (co()(6)” + sin®(a)(6})? + 2sin(a) cos(a) 8, 65)
1

2

— 5 (E%(@)(81)” + cos? (@) (65)? — 2sin(a) cos(a)g; )
1

1 1 1
D) 910" by + 5811(15/23”(?5/2 - §m2 - §m2 12

1 1 1 1
=35 P 0M P — 5’”2 T+ §8H¢’26“¢’2 - §m2 5.

+ 5 (5in* (@) 9,10 ¢ + cos® (@)D, 350" ¢ — 2sin(ar) cos(@)D,u$1 0" ¢)

Ainsi, la densité lagrangienne est invariante sous les transformations de jauge de 1*¢ espéce.
4.1.9 Problem 4.9 p.126
a) l'opérateur N* est défini par la relation (4.158)
Nt =i(¢T ") — 0"l
et lopérateur charge conservée est donné par la relation (4.149)
N = / N° &*z.
Avec les champs
Bk 1 der ot
_ o —ik- b ik-r
’ / @mpaw e e
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et

Bk 1
t =
¢ _/(27r)3 20w

on obtient, avec k° = w

g,

cPkdk 11

(bke—ik~r + G/Leilvr)

Bk 1

ik-r bT ik-r
—ble )
k

$BE 1

2m) 2 ") bk —a

]Tceikw“).

53 |:(bkeik~r + azeik»r)(ak/efik'-r _ bL/eik'-r)

_ (akefikﬂ“ + blteik-r)(bk/efik“r B aL,eik,'T)

et
Aol
Ainsi
=i(¢'0% — ¢ ')
N / (2m)°
soit

e

BrkdPE 11
(2m)6 2w 2
. bkb;rdefz(kfk’).r o

[(bkak/e i(k+k)r alak«ei(k—’f')'r

albz,ei(’”k/)'r)

o (akbk/e_i(k+k/)'7' + blbk,ei(k—k/).r

— akal,e

-/

— (bbl, + blbj e KD

On passe a N en intégrant sur r

N:/d?’rNO

-/

—i(k—k')-r

Brkdk 11
(27)6 2w2

BrEdPE 11
(2m)3 2w 2

— bzal,ei(k/+k)'7")

[(bkak' —apbyr)e” ih+k)r g (aT ay + aka e i(k—k')r

(bzak/ - aka )et k)

[(bkak/ — akbk/)é(k + K ) (akak/ + akak,)é(k k/)

— (bgbl, + blbp)d(k — k') — (blal, — albl,)o(k + k’)]

En renommant les variables d’intégration dans un des termes de chaque parenthése, on fait apparaitre
les commutateurs des opérateurs a et b. Ils s’annulent tous, sauf ceux qui font intervenir a et al et ceux
qui font intervenir b et b. Ne restent, finalement, plus que les termes en 6(k — k'), soit

S
g

(2m)3 2w2

2 2w2|

EBkd®k 1 1]
dBkdk 1 1]

Prd’k 1 1]
(2m)3 2w?2|

(azak/ + ak/ak)d(k K ) — (bkbL/ + bL/bk)é(k} — k/)]
(azak/ + ak/ak) (bkbk/ + bk,bk):| 5(k — k/)

(alar + alap + (27)22wd(k — K'))

— (bl brr + blbws + (27)32w(k — k’))} §(k— k')

_/d3kd3k’ 11
B 2m)3 2w 2

_ [ AR 1
= | o e
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Ainsi, on obtient le résultat (4.159)

Bk 1
N:/(2 )32w [a%ak—bTbk]

b) L’opérateur hamiltonien est donné par

kak + b bk]

Pour calculer commutateur de 'opérateur N avec ’hamiltonien H, il suffit de calculer le commutateur

[azak — b;rcbk, a,z,ak/ + bzlbk/] = [a;fcak, aL,ak/} — [b;rcbk, b;rc,bk/].

les autres commutateurs étant nuls, puisque les a et les b commutent.
On a

[aiak,ak,ak/ L kak/akz — az/ak/alak)
I
Ay

ak,akak/ + akaklé(k -k - a,t,a%ak/ak — az,aké(k - k)

(a
= (a
0

car avec la contrainte du 6(k — k'), on a k = k'
Il en va exactement de méme pour le commutateur des b. On en conclut

[NaH] =0,

ce qui montre que N est bien une quantité conservée.

4.1.10 Problem 4.10 p.127
La densité lagrangienne du champ de Dirac est donnée par la relation (4.165)
p = i)' +ivta - Vi —mypl gy,
La variation de £p par rapport a v donne

. oLp  OLp
0= Ou5tompn) ~ dur
= 9,(0) — i) —ia - Vop +mpBy

c’est-a -dire ’équation de Dirac
10 + - VY —map = 0.

En multipliant par 5 a droite avec la définition des matrices v* on trouve
(70" — m)p = 0,

I’équation de Dirac sous sa forme manifestement covariante.

4.1.11 Problem 4.11 p.127
Soit la densité lagrangienne
L= —iFWF/”’ —Jjr AL,
avec F,, = 0,4, — 0, A,. La variation de F*¥F},,, par rapport a 0, A, donne

0Lp
Y0(0,A,)
— OHAY — QY AH
- vk

0=0
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(cf. Peskin-Schroeder 2.1 a la page 100.) Ainsi, la premiére partie de I’équation d’Euler-Lagrange, s’écrit

5L )
v — Op AV — 9V A*) = v HAYY — A,
DS Ay = OO =) = 0,0 A)

Le second terme vient de

L
0A,
Les équation d’Euler-Lagrange donnent alors

Lo ol
0=93m,4,) ~ sa,

= 0,(0"AY) — OA* + j,.

On trouve ainsi

|0Ar - 9"(3,A”) = j".
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Chapitre 5

QED pour particules de spins 0

5.1 Notes

5.1.1 Etats créés par les opérateurs p.138

En général, on a pour les états a un photon
k) o< af,, 0)

et pour les états a particules
[p) o a}[0).

Avec un coefficient de normalisation IV, et N, on peut alors écrire
[]A) = Niai, 0)

et
lp) = Npa;; |0) .

Les éléments de matrices (5.43) et (5.44) sont ainsi donnés par
(014u(2)| k) = Ni (0|4, (2)a, | 0)

et
<pf |j“(aj)‘pz> = prNm <0 |anj#(x)a;L:| 0> :

5.2 Problems
5.2.1 Problem 5.1 p.169

On considére un élément de matrice de la forme
M= /d3az / dt ei’pf“@MA“e_m'x.
L’intégration par parties du terme temporel et du terme spatial donnent respectivement

/dt ePrrgyAle i = —/dt 9o (1 ™) APe™"Pi"* | terme nul en oo

= —ipso / dt P pAQe—ipicw
et

/dt eIV - AeTT = ‘/dt V(e T) Ae~ P 4 ()

= ip; - / dt eI T AP
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Ainsi
M = /d3x/dt ei”f'mapA"e_m'm = —ipfu/dt eI Al TiPi T

On a alors
= [ [arerro,are vy [ [arerrea,ore s
= _ipfu/d‘lx e T AR eTIPiT _ ipw/d‘lx eiPF T A p—iDi T
= —i(pf +pi)u/d4$ eipf.zAue—ipi.x

5.2.2 Problem 5.2 p.170
Etablissons la formule (5.59)

(o

La densité de courant du champs scalaire de Klein-Gordon s’écrit

T = (001G — (0"91)d)

Jhn(2)

pi> = eNyNi(pi + py)te” Pimpo)e,

avec d3
n p ~  _—gp-xT 1 ip-x
¢($) = / (27T)32E [ape b + b;;e b }

et
n d3p . ~ _—ipx _ 7T ipx
Mo(x) = / m(—zp“)[ape P b;e P
et pour les opérateurs de champs conjugués

s _ dgp IA) —ip-x At _ipx
o'(z) = m[ p€ + a,e™"].

“ A o(z)t _/d?)p(_- M [bye =T — g eiPa]
z)T = @n)52E ip")[bpe abe ).

On développe j* (on laisse tomber le chapeau sur les opérateurs)

Epddp 1 , ; ; i ip'
T . —ip-xz t ip-x —ip’ T Toip’x
Ju*w(*l)/ (2n)% 2E,2E, {pu[b”e T+ afe T ay e T — by et ]

— pH[bpe” P — aLeip'm} [ap/efipl'r + b;,eip/'m]}

d3pd3p/ ]_ —1 V. i(p—p' )z ilp—p! )z
:e/ (2m)S 2E,2E, {pm[bpap’e R R AN
p D
— a;gb;r), ei(PH?')'r]

—pH [bpap/e_i(p+p/)"’ _ a;ap/ei(p—p’)-w + bpb;f)/e—i(p—p’)'w
- a;r)b;, ei(p+p’)'m]]
On peut alors calculer (pys |7*|p;) en évaluant
(s 1"1ps) = Npy Ny, (0]ap,"aj, | 0)
On doit alors calculer
<0 |apfbpap/a;i| 0> = <O |apfap/bpa;gi‘ 0> = <O |apfap/a;ibp‘ 0> =0
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car les a et les b commutent.

<0 ‘apfa;ap’a;;i ’ O> = <O !(G’I)a’pf + (27)32Ep5(pf - p))(a;iap/ + (277)32Ep’6(pi - p/))’ O>
= (2m)*2E,(21)°2E, (016(ps — p)d(pi — )| 0)
= (2m)*2E,(27)*2E, 6 (py — p)S(pi — P')

0) = oot 1) = (o

> - <0 ‘(a ap, +0(p —py))blal,

(0

i
ap;bpby, a,

(0

car af |0) = b7|0) = 0. On obtient

0)=0
0>=0,

T
’apf p Ap,

si p; # py. Enfin

ot
apfapbp i

d3pd3 / ,
(ps 17" pi) = eN, Npl/ (r) 2E,9E, {p" (2m)*2E, (27)*2E, 6(py — p)opi — ')

+pH(2m)°2E,(2m)° 2B,y 6(py — p)d(pi — p’)} cir=r)a
= eNp, N, /d3pd3p’ {p/“ +P’L} dpy —p)opi — p)elr—r)e
= eNp, Np, (pi +Pf)“€7i(pi7pf)'w

soit

<pf |7* ] pi) = eprNpi (pi +pf)”eii(pﬁpf)-m-

C’est la relation (5.59) p.139.

5.2.3 Problem 5.3 p.170

Pour calculer 'amplitude de diffusion électromagnétique d’une particule b de charge e, et de masse my par
une antiparticule @ d’une particule a de charge e, et de masse m, on prend en compte que e; = —e,. Il faut
calculer

Api = _i/d4x (ps g ()| pr) (014, (@) k)

avec .
(ps | (@)| 1) = NaNa (0 [bal ()0 0)

ot les opérateurs b et bf sont les opérateurs d’annihilation et de création des antiparticules @ et avec Au(x) le
champ en = di au courant chargé des particules b

-1
Au(m) = ey NaNy(p2 +p4)u?6_1(p4—102)~3:

oll ¢ = pg — P2.
Pour évaluer j2, (x) on peut reprendre expression au haut de la page précédente et évaluer les éléments de
matrice par rapport au vide, avec p # p’ (situation sans interaction)

(0[psbyal,b1] 0) = (0]bsal,b,bf| 0) = (0]a],bsbb]|0) =
(0 [bsalayb]|0) = )=0

(

(0 [bsbyb},01 0) = (0 [bs 6], + 810 0) = (0 bbb 0) + 8 (0 [t | 0)
(
(

0|bsalblay

0 (b6, bs + 5p,3)bpb{‘ 0) = a5 (0 ) = 8yradp

! 0>:0

Sp = (2m)32E,0%(p — k).

(0[psalp,b1]0) = (0]albst],

ol 'on a noté
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En ne retenant que les valeurs non nulles dans l'intégrale de j* on obtient
d3pd3p/
(27)52E,2E,,
[ =80 —p)8° (0 — p3)e P
—p"5%(p = p)8® () — pg)e TP

(p3 |jba (2)[ P1) = —(—€a) N1 N3 / (27)2E,2E,,

soit

(ps |5, (x)| p1) = ea N1 Ny (_pzfe—i(pl—ps)'x _ pge—z‘(pl—pa)w)
= eaN1N3(—py — ps)te Prore)e
= —e,N1N3(p1 + p3>ﬂe—73(1)1—;03)'3?_

Ainsi 'amplitude de diffusion devient
1 . .
Aypi = *6b€aN2N4N1N3/d4I(p2 +p4)uf2672(p47p2)'x(p1 + p3)He i P1mpa)a
q

soit

Api = —epeq N1N2 N3 Ny(p2 +P4)“%(]ﬂ1 + p3)¥(2m)*5* (p1 + p2 — p3 — pa)-

5.2.4 Problem 5.4 p.170

1. (a) Dans le référentiel du laboratoire. On a

p1 = (E1,p) et  p2 = (F2,0) = (mg,0)

avec
B} =mji +p”.
On a alors
p1-p2 = B B = maE)y
et

(p1 - p2)? = m3(mi + p*) = mim3 + m3p.

Or, on a p = ymyv. On peut alors écrire

2 2.2 _ 2.2 2 9
(p1-p2)” —mimy = myy miv®.

Mais ymy = E1, ainsi
2 2,2 272 2
(p1-p2)” —mim;y = ESEYv

et on a bien

1
[(p1 - p2)* — mim3]|? = Ey1Eslv].

(b) Dans le référentiel du CM On a
p1 = (E1,p) et pa = (E2,—p).
avec E?2 — p?2 = m? et E2 — p?2 = m3. On a immédiatement
p1+p2 = (E1 + E,0)

et
p1-pe = E1Es + p°.
On a alors

(p1-p2)® = E{E3 + p*(2E1E> + p°)
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et

(p1 - p2)? — mim3 = E?E2 + p*(2E, Ey + p?) — mim3
= E?E2 + 2E, Eop? + p* — m2m3

= BLE; + 2B\ B>p? + (B3 — m3)(EY — mi) — mim

= 2E?E? 4 2B, E;p® — E3m? — E?m3

= E}E2 — E¥m3 + F?F? — E2m? + 2E, E;p?

= (E} + E3)p* + 2E, Ep?
= (E1 + E2)2p2.

Ainsi, on peut écrire
(p1-p2)? — mim3 = (E1 + Es)’p.

3
2

D’autre part, on remarque que p; - po est le produit scalaire de deux quadrivecteurs et est donc un
scalaire invariant sous les transformations de Lorentz. Les masses sont des scalaires invariants sous
les transformations de Lorentz, On a alors, si v est la vitesse relative des particules projectiles 1 par
rapport aux particules cibles 2 (prises dans le référentiel du repos dans le cas du laboratoire, de la

partie précédente), que
(Er + B2)’p? = EPE|v[.

Ainsi, si f2 = (p1 - p2)? — mim3 on a

|f = BiB3lv| = (B1 + E>)lp|.

ou Fj et Ey sont les énergies dans le centre de masse, et E} et F) sont les énergies dans le référentiel ot

la particule 2 (ou 1) est au repos.

2. On a
pi=mi et  ps=mj

Avec

_ 2_ .2, 2 9 2

5= (p1+p2)” =pl + D05+ 2p1-p2 =m7 +ms+2p; - p2
on a

s —mi—mj=2p; ps

et

2

A(py-p2)? = [s —mi —m3] = 5"+ (mi +m3)* — 2s5(mi + m3).

Le carré du facteur de flux est alors

s2 4+ (m? +m2)? — 2s(m3 +m32) — 4m

= 5"+ (m} — m3)” — 2s(m] +m3)

A[(p1 - p2)* = mim3]

2.2
1Mo

= 5% = 2s(m{ +m3) + (m1 +ma)*(m1 —m2)?
= [s — (m1 +m2)?][s — (m1 —m2)?].
Ainsi, on a
4[(py - p2)? — m3m3) = [s — (my + m2)?)s — (my —ms)?. |

5.2.5 Problem 5.5 p.170
A calculer l'intégrale (5.145)
1= /ei‘w%ef”’”rzdrdﬂ.

Avec dS) = d(cos)d¢ et en prenant ¢ dans le direction Oz, on obtient, avec 27 pour l'intégrale sur ¢

I= 2W/eiq"cos(9)e_“r7" drd(cos )

73
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avec z = cosf € [-1,1] on a

I = 27r/eiq”e_‘”r drdz.

L’intégrale sur z donne
iqrz . .
I = 27r/dr re M [e} = 21 /dr re M (e*“" - e“") .
iqr iq

On trouve ainsi

—(ig+p)r ig—p)r1>®
1:2,1 dre(iﬁu)Te(iqu)r?T{e fq “) 76-(‘1 )
g iqg | —(ig+p) ig—p |,
soit
27r[ 1 1 }
g g+ p g — [
ou encore
4
I= 5"
petp

5.2.6 Problem 5.6 p.170
5.2.7 Problem 5.7 p.170
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Chapitre 6

QED pour particules de spins

6.1 Problems

6.1.1 Problem 6.1 p.213

1. On normalise un spineur

¢ =N <U<}é ) eiip-xa

E+m

dans une boite de volume V', par

/ d3z iy = 2E.

\%4

2. Pour les spineurs u d’énergie positive

o) = Ermt ()

E+m

en terme des matrices v on obtient

u(p,s)(#—m) =0

3. De méme pour les spineurs v d’énergie négative

6.1.2 Problem 6.2 p.214

1. Montrer que pour A et B arbitraire
(AB)" = BT AT

ot MT est la matrice conjuguée hermitique de M
M = Mx
ij ji*
On a

*

[(AB)"):; = (AB);; = (D AjxBus)
k
=" A3B;,
k
= > (AN (BN
k

= (aB)

ij
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6.1.3
6.1.4
6.1.5
6.1.6
6.1.7
6.1.8
6.1.9
6.1.10
6.1.11
6.1.12
6.1.13

Problem 6.3 p.214
Problem 6.4 p.215
Problem 6.5 p.215
Problem 6.6 p.215
Problem 6.7 p.216
Problem 6.8 p.216
Problem 6.9 p.217

Problem 6.10 p.217
Problem 6.11 p.217
Problem 6.12 p.217
Problem 6.13 p.217
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Chapitre 7

Diffusion inelastique électron-nucléon

7.1 Problems

7.1.1 Problem 7.1 p.242
7.1.2 Problem 7.2 p.243
7.1.3 Problem 7.3 p.243
7.1.4 Problem 7.4 p.244
7.1.5 Problem 7.5 p.245

7
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Chapitre 8

Non-abelian gauge theory

8.0.1 Problem 8.1 p.280

Selon (8.38) les matrices T™") sont données par

(T} jk = —i€ij,

) et T3(1): (

[TZ', Tj] = icijka.

ainsi

00 0 0 0
=100 —i|, TW=10 o
0 i 0 —i 0

O O =

On vérifie directement la relation (8.37)

On a clairement

[T;,T}] = T,.T; — T,T; = 0.

Ensuite
0 0 O 0 0 = 0 0 O
TiTo =10 0 —2 0O 0 0O)J=(-1 0 O
0 72 O - 0 0 0 0 O
0 0 =2 0 0 O 0 -1 0
LTy=(0 0 0 00 —]=1(0 0 O
- 0 0 0 2 O 0O 0 O
ainsi

De méme, on a

0 0 ¢ 0 — 0 0 0 0
TyIs=|10 0 0 t 0 0J=10 0 O
- 0 0 0 0 O 0 -1 0

0 —i 0 0 0 < 0 0 O
T35To=1: 0 O 0 0 0)J=(0 0 -1
0 0 - 0 0 0 0 O

et

O = O
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et enfin
0 —2 O 0 0 O 0 0 -1
T3Ty,=(7 0 O 00 —| =10 0 0
0 0 O 0 72 O 0 0 O
0 0 O 0 —2 O 0 0 O
TWIT3=(0 0 —i i 0 O)=10 0 O
0 2 O 0O 0 O -1 0 O
et

0 0
[Tg,Tl] = 0 O 0 = ZTQ = iEglgTQ,
1 0
ce qui achéve de vérifier la formule proposée.

8.0.2 Problem 8.2 p.280
Le formule (8.53) donne
(1 +de- TE)YE) (1 —je - TE)) = (1 — de - %)w(%)

et la formule (8.54)
T 1

(2)
Zw '

Développouns le membre de droite de la relation (8.53) au premier ordre en €

[T(%)ﬂﬁ(%)]

) e . TE @) _ B e. 7B — B _je. L@
P2 4ge - T2 w'2’e- T P ze2z/J.

On obtient
i(e- T@pE) — e TH)) = —je . Tp®
2 b
soit

& (TR — B DY) = —e%w@

Comme les € sont arbitraires, on retrouve bien la formule (8.54).

8.0.3 Problem 8.3 p.280
8.0.4 Problem 8.4 p.280
8.0.5 Problem 8.5 p.280
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Chapitre 9

Introduction to QCD

9.0.1 Problem 9.1 p.332
9.0.2 Problem 9.2 p.332
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Chapitre 10

Introduction to weak interactions

10.0.1 Problem 10.1 p.356
10.0.2 Problem 10.2 p.356
10.0.3 Problem 10.3 p.357
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Chapitre 11

Weak currents

11.0.1 Problem 11.1 p.374
11.0.2 Problem 11.2 p.374
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Chapitre 12

Difficulties with weak interaction
phenomenology
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Chapitre 13

Hidden gauge invariance : U(1)

89



©Guglielmo Pasa CHAPITRE 13. HIDDEN GAUGE INVARIANCE : U(].)

©Guglielmo Pasa 90



Chapitre 14

The Glashow-Salam-Weinberg theory of
electroweak interactions
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Chapitre 15

Four last things
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Cinquiéme partie

Peskin and Schroeder
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Conventions

D’aprés le livre de Peskin et Schroeder [PS95]. Les conventions sont les suivantes
Pour la métrique de Minkowski (avec ¢ = 1)

pN = (Eap)a alu = (807V)

et
pu=(E,-p), 0y =(0,—V).
Ainsi
pupt = E* —p* =m’.
Pour les matrices de Dirac
(0 o

*“\s o0

et

()
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Chapitre 2

The Klein-Gordon Field

2.1 Notes

2.1.1 Elément de volume Lorentz-invariant p.23

Dans un boost de direction selon z° on a

E'=~y(E+Bps) et  ph=n~(ps+ BE),

avec B2 = p2 + p2 + p2 +m? et B2 = p? + p3 + p2 + m? et ou pj = p; et ph) = pa. Avec I'identité de la
distribution de Dirac

5(F(x) — FW) = ——b(z — y),

Lf'(y)]
on a
dp"
Stp—q)=6(p — ¢ )23
(p—aq)=0(p Q)dp3
dE
=0 —d )1+ B-——
(0" —da" ) ( 6dp3)
s Y aE
=0(p q)E(EH?Edm)
= 60 — ') (E + Bpa)
El
_ r
=d(p q)*E
d’ol

|E3(p—q) = 'S — ).
Ainsi, on choisit I’élément de volume Lorentz-invariant

dp_ 1
(2m)2 2B,

Cela conduit & normaliser les états avec

de sorte que

2.2 Problems

2.2.1 Problem 2.1 p.33

Pour le champ électromagnétique sans source, 1’action est donnée par
1
S = /d4x <4FWF””> , avec F, =0,A,-0,A,.
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a) Les équations d’Euler-Lagrange sont obtenues en calculant la variation de la densité lagrangienne relati-

vement a A,
oL oL
0 — =0
(o) 7

avec
1

L= _EFGTFUT = _i(aaAﬂr - aTAU)(aUAT - aTAU)

1
=0 A; - 0:-As)g7gP(0aAp — 05 An).

Clairement le second terme du membre de gauche de 1’équation d’Euler-Lagrange est nul et pour le
premier terme on a

5(Eif4y) = —i (007,979 (OaAp — D5 Aa)
— 0ru0ou9”" 97 (0aAp — D5 Aa)
+ (05 Ar — 07 A0) 79 P S0
— (05 Ar — 0:A5)97“ 9" 0 05,1]
soit
S — 319 0u4s ~ 03 2.)

— 979" (0aAp — 0pAa)
+ (0, A; — 0:As)g%H g™
- (aUAT - aTAU)gal’gTu]
1
— ;[0 = o ar) - @ ar — o a)
+ (9" AY — 9V AF) — (O AF — O*AV)]
= —[0rAY — 9" AM]
= 9"A! — P A”
= —FH,
Ainsi, ’équation d’Euler-Lagrange donne
Ou(0VA* — 9" A”) =0, ou O F" =0,

soit
0" (9, A*) —0OA” =0,

c’est ’équation de Maxwell pour le potentiel
G FaA =0} o

—,F" = .

En terme de F'*” on a

Ce qui donne, avec c=1, 4
—OF% + 9; F"" = 0.

On obtient ainsi

—0+ 0, F =0 V-E —0
—O,F% + 9, Fii =0, —OE + g, BF =0,

ott 'on a posé E* = F% et €7*B? = F7*_ On obtient finalement
V-FE =0
-0 E+VAB =0.

b)
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2.2.2 Problem 2.2 p.33

L’action d’'un champ scalaire complexe est donné par
§= /d4x (0,0° 0" — m*¢™ ).

a) La densité lagrangienne de Klein-Gordon est donnée par

L =0, 0" —m?¢*¢.

Les moments conjugués sont donnés par la variation de £ par rapport aux dérivées temporelles des

champs
oL
= = a *7
= Soeg)
et SC
= = 0y0.
= Saee) 0

Les relations de commutations canoniques sont

[(b(ﬂ;‘, t)? 71-(3/7 t)] = 7,(5(1‘ - y) et [(b* (x’ t)v 7T*(1/7 t)] =id(x — y)

La densité hamiltonienne est donnée par

H =m0 + T 0o — L
=t + 7' — w4+ (Vo) - (Vo) + m?p* ¢

soit

[H =17+ V6" Vo +m’6"0.]

Enfin, les équations du mouvement sont données par les équations d’Euler-Lagrange pour les champs ¢*

et ¢
oL oL 9
N (W) T 0 (0"¢) — (—m”9)
=06 +m?,
soit I’équation de KG pour ¢
106 +m?p=0.|

En prenant la variation sur ¢ on trouve

oL oL " X
" (5(%)) ~ 3¢ = 0ul(0"6") = (-m*¢")
— D¢* + m2¢*’

soit ’équation de KG pour ¢*

06" +m?¢* = 0.

2.2.3 Problem 2.3 p.34

Evaluer explicitement la fonction

01616001 0) = Dl — ) = [ 4L emwte)
(2m)3 2E, ’
pour x — y de type espace, soit tel que (z — y)? = —r? < 0, explicitement en termes des fonctions
de Bessel.
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Chapitre 3

The Dirac Field

3.1 Lorentz Invariance in Wave Equations

3.2 The Dirac Equation

3.2.1 p.40

On pose, avec les 4 matrices v* n x n,

et

97 = 29" 1xn

i

v TR 7
S FieaRat

Il s’agit de montrer que les matrices S#* ainsi définies vérifient la relation de commutation des représentations
du groupe de Lorentz donnée par la relation (3.17)[PS95, p. 39]

[JH, JP7] = '(gVPJIW — ghP v — gV Jre 4 g;wJVp)’

On a, (on a simplifié la notation en p au lieu de v* etc, pour augmenter la lisibilité)

51, 5°°]

i2

= —[[v*. 7], [v*,7°]]

16

i2

gL —vis po —op]

-2

2

15 [(wvpo = wvop —vppo + vuop) — (popv — povi — opuv + opvp))|
-2

2
G (vpo — pvop — vupo + vpop — pouv + povp + opur — opvp
+ UPVO — POVP — VPO + Vo — puov + prop + oppy — ovpp

— PPVO + [OVP + VPUT — VO [P + POV — prajL — oppy + ovpp]

Chacun des termes des deux premiéres lignes de la derniére égalité peuvent étre appariés et font apparaitre la
relation d’anticommutation des matrices v*, on obtient alors

[Suu7 szr]

S 16
+2¢g"Pov — 29"Popppro + povp + vppo — voup + ppov

— pyop — oppy + ovpp

29" o — 29" pp — 29" vo + 29" vp — 29" pv + 26" pp
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En réitérant 'opération, on trouve

(S, 8P7]
-2
1
=% 129”7 [, 0] — 29" [, p] — 29" [v, 0] + 29" [v, p]
— [pVO + UOVP + VPUT — VOp + POV — PUOIL — OfupV + VL
— PUVO + TUVP + PUIO — OVp + plVe — O p — pUuc + ovpip]
)
1
= 16 (497 [, 0] = 49”7, p] = 49" [, 0] + 4g"7 (v, p]]
i2 16
— - (gupsuo _ guosup _ g,upsua + guasup)
16

= '(gVPSNU — gVIGHP — ghP GV 4 g;wSVp).

Ainsi, les matrices S*¥ forment bien une représentation de ’algébre de Lorentz.

3.7 Problems

3.7.3 Problem 3.3 p.72
Soit
kzg =0, k% = -1, avec kg-k;=0.
Soit encore
p? =0.

Soit ur(ko) le spineur de Dirac gauche de masse nulle et d’impulsion ky. On définit

1 1
URro =Hk1Uro, ur(p) = ﬁ PURo et ugr(p) = ﬁ puro.

1. Montrer que /kouro =pur(p) =pur(p) = 0. Clairement, vu que urg(ko) est un spineur de Dirac
d’impulsion ky de masse nulle, il doit satisfaire I’équation de Dirac de masse nulle

kOULO(kO) =0.

On peut alors calculer

Kouro =Ko Kiuro
= kgk?%')’uuLO
= kG kY (29 — o) U0
= 2ko - kruro— K1 Kouro
= Ouro— 0=0

2. D’autre part, on a

pur(p) =

\/j PURO
Py

_ 1
S UV2p ko
= ———"URo

V2p - ko
_pt'p”
= Vm
o ptpY
= W@g“” — Y YH)URO
. ptpY -0
= *W%’WURO (car p*=0)
PP
Vep ko
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On en déduit alors

Qﬂu ro=0
V2p - ko
et ainsi
pur(p) = 0.
On procéde exactement de la méme facon pour montrer que
pur(p) =0.

3. On pose kg = (F,0,0,—F) et k; = (0,1,0,0). Le spineur gauche sans masse uro(ko) s’écrit alors

0
0
ULO(kO) = 0
V2F
On obtient
URro =f1ULo = —Y2ULo
_ O g9 u
= oy 0 L0
0 0 0 —2
_ 10 0 2 O
“ "o i o0 of%o
- 0 0 0
iW2E
. 0
- 0
0
Pour construire ur,(p) et ur(p) on utilise
0 0 poli p32 7%1 + Z?1)72
0 o 0 0 —pt —ip p-+p
= H — pt H =
% PuyY p (U,u 0 > pO +p3 pl _ Zp2 0 0
pl + ’ip2 pO _ p3 0 0
et on obtient
0
1 i 0
U = URY) = V2E
L(p) m RO 2E(p0+p3) p0+p3
soit
0
») = —— 0
u = —
P pO n p3 po Jrp3
pl +Zp2
et
ur(p) = uro = V2E
V2p - ko V2E(p° + p3) 0
0
soit
7p1 +Zp2
1 0+ p?

ur(p) = —=——=
VP 8

4. Calculer s(p, k) = tig(p)ur(k), s(p,k)*, |s(p, k)|? et t(p, k) = ur(p)ur(k).
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Chapitre 4

Interacting Fields and Feynman Diagrams
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Sixiéme partie

S. Weinberg 1. Foundations
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Conventions

D’aprés le livre de S. Weinberg [Wei95]. mais la convention utilisée pour les solutions est
n= dlag(L _17 _17 _1)
dans l'ordre des indices 0, 1,2, 3 et la répétition des indices définit le produit scalaire

P =p'a, — 1020 — plat — p2a? — pPad.
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Chapitre 2

Relativistic Quantum Mechanics

Exercise 2.1

Suppose that observer O sees a W-boson (spin one and mass m # 0) with momentum p in the y-direction
and spin z-component o. A second observer (O’ moves relative to the first with velocity v in the z-direction.
How does O’ describe the W state ?

Take k = k* = (M,0,0,0), p = p* = (E,0,p,0) with E = \/m2c* + p2c2 and
3= v _ 1
and (with ¢ = 1)

w=qp  with EP=M24p

Then
7 —1=py"
The boost that bring the W-state from its rest frame where its momentum is k to the frame of observer O

where its momentum is p# is then given by (2.5.24, page 68, vol.I)

Lo®(p) =

Loi(p) = p'\ 22— 1

L (p) = 6i5 + (7, — D)p'p’

that is s
a0 % 0 Y 0 By O
L= |0 10 o) [0 10 0
% 0 % 0 By 0w 0
0O 0 0 1 0 0 0 1

so that L(p)k = p. The boost that brings the frame of O to the frame of O’ is

v 0 0 —py
0 1.0 0
A=l 0o 01 o
By 0 0 ~

We can then check that
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The state described by O is labeled by p and ¢ and is obtained by applying the unitary operator U(L(p))
to the state Wy .. (see eq. (2.5.5)—(2.5.8) on page 64, vol.I)

qjﬁ,tf = N(p)U(L(p))\I/E,o' = N(p) ZDU’U(L(p))\I/L(p)E,a/

with N(p) = l;—g.

The combination of the two boosts gives

v 0 0 —py W 0 By O
0 1 0 0 0 1 0 0
AM@=1"0 o1 o [{sn 0 4 o
By 0 0 ~ 0 0 0 1
which gives
00 I N v M 0 Bwy =B
0 1 0 0 0 1 0 0
AL(p) = =
(p) A B 0 0
=By 0 =Bvir v =By 0 =BBmy 7
The boost A applied on the 4-vector p gives
vE
—— p
Ap = 0
—BrE
and the boost that bring k to Ap is then
Tp 0 7 By
0 1 0 0
L(Ap) = 2 —
(Ap) 7 0 1+ Demgrme - 1)p72+g%§§jE22
B 0 (- Dpiim 1+ (- V)5 gae

After some rearrangements we can write it as

M 0 B =B
0 1 0 0
L(A + 188w
(Ap) B 0 "7%11)12 N wfilp ,
BB, ("=,
=By 0 - 'v'ypi-lp 1+ ’Y’Yp""lp
The inverse of L(Ap) is then
e 0 =B By
0 1 0 0
L A7 -1 = + VBB 72

(A7) P 0w "7%11712 N wgpilp )

VBBpy (=),

Prw 0 -5 1+ 55

We can now compute the Wigner rotation
0 -
vgp 1 ¢ 6’% v pp e 0 By =B
_ 0 1 0 0
W = L(Ap) "' AL(p) = Nty 1BBp,
(A7) ®) B 0 7pwp-s-plz N w;l-lp ) By O Tp 0
BB, —~1 — _

B’YWP 0 _’i/'Ypiylp 1 + (’\iY'Ypﬁf);yp 677}7 0 Bﬁp/yp’y 7
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which gives after some simplifications

1 0 0 0
0 1 0 0
W = 0 0 Y+ Y BBp
Yvpt+1 YYp+1
0 0 _ ’Y’YPBBP Y+vp

e+l et

this is clearly a rotation by an angle # around the z-axis such that

_ 77p/86p _ (72 - 1)(7;2) - 1)

tan(6)
Y+ Y+

The operator D is then given by the generator of the rotation around the z-axis J, for spin-1 by

D(W) = ¢07e
with
1 0 1 0
Jo=— 1 0 1
V2o 1 0
and we get _
3(cos(0) +1) ﬁ sin(9)  3(cos(d) — 1)
D(W) = 7 sin(6) pos(@) 7 sin(6)
(cos(6) — 1) 7 sin(9)  3(cos(d) + 1)

We can now write the state of the W-boson in the frame O’ with the normalization factor 4/ (1}}?0 =",
using eq (2.5.23, page 68, vol.I)

oot = UM 0 = 7D D(W)eo¥ps,

For vanishing speeds (non-relativistic limit) we have (restoring the ¢’s)

lvv 1w
tan(0) = 5 = 57707 =
for small 0. In that case
1-360° —162
pw)=| &% 1-3* &
—162 Z 130

and, for example, the 1-spin state o = (0,0, 1)7 is transformed, to second order, to a state

92

Exercise 2.2

Suppose that observer O sees a photon with momentum p in the y-direction and polarization vector in the
z-direction. A second observer @’ moves relative to the first with velocity v in the z-direction. How does O’
describe the same photon ?
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The photon being massless, the helicity of the photon is invariant. So if the state of the photon for O is

v

D,0

the state of that same photon in the frame O’ will be given by the same helicity state but a change in phase
(2.5.42, page 72 vol.I)

oo = UMW) W50 = e/ OP 0
with 6 defined by (2.5.43, page 72, vol.I)
W(A,p) = L1 (Ap)AL(p) = S(a(A, p), B(A, p)) R(0)

With k = (k,0,0,k)” and p = (p,0,p,0)” we define the matrices

v 0 0 =By
0 1 0 O
A= 0 01 0
=By 0 0 ~
L(p) given by (2.5.44, page 73) as L(p) = RB with
2, 2 2_p2
p2pk 00 p2pk
0 1 0 0
B= 0 0 1 0
212 24 g2
p2pk 00 p2pk
and
10 0 O
01 0 0
R= 00 0 1
00 -1 0
Then
2. 12 )2 _ L2
v 0 0 =By p2;k 0 0 55 yay 0 By va-
0O 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
ARB=1 o o 1 o p';—lf? 0 0 p22+:2 | a0 0 ay
D pk
=By 0 0 v 0 0 -1 0 —pyay 0 —y —Prya-
N p2 + k‘2
where a4 = .
* 2pk
And with Ap = (vp,0,p, —Bvp)T, we define L(Ap) = R'B’ with
2,2 12 2,212 2,2 12 2,212
= 2pvpk 00 = 2p'ypk: = 2pvpk 00 -2 2p’yplc
Fony 0 1 0 0 Fon -1 0 10 0
Bp=1 o o1 o |80 = 0 0 1 0
2,212 22 2 2,212 2,2 2
* 2pvpk 00 2 2p'ypk: —7 2p~/pk 0 0 . én'ypk:

the boost that brings (k,0,0,k) to (yp,0,0,vp) that we may write as

by 0 0 —b_
i o100
B =149 01 o
~b_ 0 0 by
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2,2 1 1.2
where by = piik, and
2vpk
1 0 O 0 1 0 0 0
01 0 0 _ 01 0 0
R'(Ap) = 00 -8 % & R'(Ap)~' = 00 -8 -1
00 —= —§ 00 L -5
the rotation that bring (yp,0,0,vp) to Ap. So, according to [Wei95, (2.5.43),p.73]
W = L™ (Ap)AL(p)
=B'"'R'ARB
by 0 —3b. Bb yay 0 By qa-
o 1 o0 0 0 1 0 0
o o -5 -1 a0 0  ay
b 0 by —Bby) \—Prax 0 —y —Bya_

we obtain thus

vaiby —sa b —fPyaibo 0 By(by —b-)  ya-by — tayb_fPyab-

0 1 0 0
a+—a ) 0 1 —flay —a—)
—yaib- + Ta-bi + fPyayby 0 By(by —bo) —va_b- + Zaiby + F2ya_by

= S(a,b)R" (0

Reducing the expression for W we get

82k? & 8212

P 2p?
0 1 0 0
W =
k k
fp 0L 5
3212 k B 8212
S5 0 By 1-5%%
. a? +b? . ” L
With a Lorentz transform S , where ¢ = and a rotation R” around the z-axis, given by
1+¢c a b —c 1 0 0 0
_ a 1 0 -—a s 10 1 0 0
St =135 o1 - B=loo0 t
c a b 1-c 0 0 —to tg
The matrix W should be written as
l1+c a bty + cto bty — ¢ty
B a 1 ats —aty
W= b 0 11 + bty to — bty
¢ a bty —(l—c)ty bta+(1—c)ty

By identification with the previous expression we deduce a =0 and b = 3 %

2.2 2,2
1+ 55 0 g Ok

P 2p
0 1 0 0
5(0,b) =
k k
fp 01 =5
ﬁ2 kQ k B2k2
2p2 0 67 1 - 2p2

117 ©Guglielmo Pasa



©Guglielmo Pasa CHAPITRE 2. RELATIVISTIC QUANTUM MECHANICS

So that the rotation matrix is the identity, and we can take § = 0, with ¢t; = 1 and t; = 0.
In the frame O’ the photon is describe by

{/&ﬁ,a = ﬁmAﬁ7U

Exercise 2.3

Derive the commutation relations for the generators of the Galilean group directly from the group multi-
plication law. Include the most general set of central charges that cannot be eliminated by redefinition of the
group generators.

Exercise 2.4

Show that the operators P,P* and W,W# commute with all Lorentz transformation operators U(A,a)
where W, = eWpAJ”/’P’\.

Exercise 2.5

Consider physics in two space and one time dimensions, assuming invariance under a ‘Lorentz’ group
SO(1,2). How would you describe the spin states of a single massive particle? How do they behave under
Lorentz transformations 7 What about the inversions P ans T 7

In two space dimensions, P is an element of SO(1,2) (it is simply a rotation by 180°), but T is not. The
matrices are respectively
1 0 0 -1 0 0
P=10 -1 0 T=10 10
0O 0 -1 0 0 1
If a state is described by W, the state W, , =PWy, =n¥_p

Exercise 2.6

As in problem 5, consider physics in two space and one time dimensions, assuming invariance under a
‘Lorentz’ group O(1,2). How would you describe the spin states of a single massless particle? How do they
behave under Lorentz transformations ? What about the inversions P ans T 7
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Scattering Theory

Exercise 3.1
Consider a theory with a separable interaction ; that is

((I)ﬁv V(I)Oé) = guﬁuzv

where g is a real coupling constante, and wu,, is a set of complex quantities with
>_lual* =
«

Use the Lippmann-Schwinger equation (3.1.16) to find explicit solutions for the ‘in’ and ‘out’ states and the
S-matrix.

The Lippmann-Schwinger equations state that

Vi
VE=P, + — 2.
o B —Hyxic

By multiplying by V and taking the ®3 component we have (by letting Hy act on the right)

(g, VUL

+\ NP Tal)

Using the closure relation we have

(Bp, VD) (D, VIE
(Dp, VIE) = (05, VD,) /d ﬁ’ I o)

— Eg tie
and with the definition of separable interaction and the definition of Tﬁia = (g, V)
Tﬁia = guguy, + ————— o —E[j:tl /d'y ulT. va
= gug (u +EE5:|:ze/d7u7 w)
if we reinsert that expression for Tfa we have
Tﬁia = gug (uz + ; /d’y U Gy (u:y + %/dp u*Ti))
E, — Eg +ie v E,—E, fie PP

* QUZ g |U’Y|2 / * it
_ dy — g T
guﬁ(“‘*+Ea—Eﬂiz’e+Ea—Eﬁiie/ T B — By e ) P etee
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where it remains to calculate

I
I,= [d dp u*T
/7E —E, Lic) P Metee

Define
Ty,
Uga:—*
ua
then
1
Uga = 1+ ————— [ dyuiU,,
5 g“ﬁ( +Ea—Eﬁ:i:ie/ 7ty 7)
SO

1o |u ‘2 /
e dv — " [ q *Usa
u, /ﬁYEa—EWﬁ:ie P o

I— /d [ /d uwhu 1+;/dau*U
I B, e | P B —E, +ic otoa

|’y‘2 / |Up‘2 /
—gfdy —" (14 [ap —1 [ o wiU,
Q/VEQ—EVMG TP BB, i | 7 Mo

ki =g d’y |u’Y|2
o Ea—E, tic

, from which we see that (k!)* = k.. We have then

and iterating

Define

1, 1,
= =kE+ kIS
ua a
from which we have
k3
I —
= ey 1—ka

So, finally, we can write
g k3
TE = 1 1 o

fa = 9Uta ( T E. Ejtic ( * 1k25)>

g 1
T = * (1
pa 9“5““( +Ea—EBiie1k$>

The in- and out- states can now be expressed as

5028
vt — @ df——P> 7
@ / ﬂE — Eg +ie

that is
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and the S-matrix elements

Sga = (¥5,97)
VB(I)"/

-
= q)/g—l-/d’yE

— B, —ie

T+ o,
o, + [ do—teao
+/ E._ . +i6>

=0 25, [ dotoa®s d s,
(6~ (’3/ "FEo— E, +ic +26> </ 7Eﬁ R )
TS ®
d do——90 "7
</ 7E5 I E.—E, —l—ze)
+ —% —% +
RS p— oy [ T
E,—FEg+ie FEg— FE,+ie Eg—E +ie By — E, + e
that is
T — T} T T,
Spo = 0(8 —a) 4+ —Ba_"aB /d ¥
b (8 a)+Ea—Eﬁ+ze VEg—E +ie By — By +ic
with

1

+ —% _
Tﬁ -T

Exercise 3.2
Suppose that a resonance of spin one is discovered in et-e~

g ugu
¥ B, —FEg+ie\1—k&

1 )
- +
1— kg

scattering at total energy of 150 GeV and with

a cross-section (in the center-of-mass frame, averaged over initial spins, and summed over final spins) for elastic

et-e scattering at the peak of the resonance equal to 10734

cm?. What is the branching ratio for the decay

of the resonant state R by the mode R — e~ + e ? What is the total cross-section for et-e~ scattering at the

peak of the resonance ? (In answering both questions, ignore the non-resonant background scattering).

We’re analizing the process
et +e”

—R — et +e”

where R is a resonance. The resonance is at an energy £ = 150 GeV and the cross section averaged over

initial spins and summed over final spins of

oc=10"%* cm?.

It follows from eq. (3.8.18) on page 163, that for a resonant scattering ee — ee

m(2jr + 1)

Peeree

o(ee — ee, F) =

at E = Er = 150 GeV, we have, with jrp =1 and s; = s5 =

1
2

k2(281 + 1)(252 + 1) (E — ER)2 + F2/4

3 Tee 2 _34 9

from which
Fee

r V3r

1
=k—10"'" cm

with hk = %E we get k= 3.8-10'" m~'. So we have, finally
Lee _ 194102
121
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The total cross-section is then given by equation (3.8.16) on page 162

77(2jR + 1) Free
k2251 + 1)(250 + 1) (E — Ep)? + [2/4

Ototal (66, E) =

and at the peak of the resonance

37T, -
Tropai(ee, Br) = S22 — 8091073 cm? = 8.09 nb.

T BT

with 1 b =10"2% m.

Exercise 3.3

Express the differential cross-section for two-body scattering in the laboratory frame, in which one of the
two particles is initially at rest, in terms of kinematic variables and the matrix element Mpg,. (Derive the result
directly, without using the results derived in this chapter for the differential cross-section in the center-of-mass
frame.)

Exercise 3.4

Derive the perturbation expansion (3.5.8) directly from the expansion (3.5.3) of the old fashioned perturba-
tion theory.

Exercise 3.5
We can define ‘standing wave’ states U9 by a modified version of the Lippmann-Schwinger equation

P

Vo=, + ——
@ +Ea—H0

Vo,

Show that the matrix Kgo = 76(Eg — Eq)(®g, VPY) is Hermitian.
Show how to express the S-matrix in terms of the K-matrix.

Exercise 3.6

Express the differential cross-section for elastic 7" -proton and 7~ -proton scattering in terms of the phase-
shifts for states of definite total angular momentum, parity, and isospin.

Exercise 3.7

Show that the states ®g pjosn defined by equation (3.7.5) are correctly normalized to have the scalar product
(3.7.6).
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Chapitre 4

The Cluster Decomposition Principle

Exercise 4.1
Define the generating functionals for the S-matrix and its connected part

=1+ Z Z N'M' / (q1) .- v*(gh)v(q) .. .v(qM)Sqiwq;Vqln_quq’l codgndgy .. dgyy

:Z Z N,M,/ (1) " (dn)v(@) - 0(arn) S gr v g4t - - - ddndan .. dgag

Derive a formula relating F[v] and F¢[v].(You may consider the purely bosonic case)

Starting from the first few-particles S-matrices, with stable particles, we have

_ oC c  aC c  aC
Sq'q = Sq/q’ Sqiqéqup Sq’lnglqz + Sq1q15q2q2 + Sq1q2sq2q1
and
_ oC C C C oC oC ]
Sqiflzqsthzqs - Sqiqéqéqlqzqs + Sqquqlqzsngs + 8 terms + Sq qlquQQSq e T 5 terms

where the added terms are obteined by permutations of the indices of the previous term. For the 4-particles
S-matri we have

_ oC c c c
Sqiahatdiarazasas = OS¢l qyahdiaraeasaa T Odiarqr a0 ddqzqs T L7 terms + Sq/ dhdbaraaqsOq,qs T 10 terms
c c qC C oC oC oC
+ Sqlqz‘JIQZSQ3‘ZSSq 94 + 71 terms + Sq q1 SQQQZSQ3QSSQ 94 + 23 terms

To ease the notation let us define
su=[v@Sye@dids, 5= [v(@)5G00dda

and so on. We have then
F[U} :1+S11+i522+£533+ﬁ544+...

and
FO) = S5 + 185, + 255 + 5580 +

By using the relation between the first S and S, we can write
Fv] = 1455+ (S5+2501%) + 35 (S53+955, 55 +657*) + 557 (S5 +1855, + 1655355, +7255, 57 42487 4) +
We can then rearrange the terms as

Flo] =14 (SG + 318G + 258G+ 5=5G +...) + 3(552 + £55% + 155,55 + L5555 +...)
+ (ST ) + o (2457 ...)+...
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We recognize that this is the development of
a ¢ C e} C C 2
Fll=1+ (S + 355+ 555+ ... ) + % (S5 +355% + =55 +...)
c 3
+4(SG+18G+ &£SG+... ) + ...

which is the exponential of F¢[v]
F[v] = exp (Fc[v])

We can also express this as
FCu] =In (F[v]).

Exercise 4.2
Consider an interaction

V=g / 0 py P pad® pad®pad(p1 + ps — ps — pa)al (pr)at (p2)a(ps)a(pa),

where ¢ is a real constant and a(p) is the annihilation operator of a spinless boson of mass M > 0. Use
perturbation theory to calculate the S-matrix element for scattering of these particles in the center-of-mass
frame to order g2. What is the corresponding differential cross-section ?

Exercise 4.3

A coherent state @4\ is defined to be an eigenstate of the annihilation operators a(q) with eigenvalues A(g).
Construct such a statte as a superposition of multi-particles states @4, 4,...qx -

A coherent state is an eigenstate of the annihilation operator a = a(q)
a<I>>\ = /\(I3>\

A multiparticle state on which is operated the annihilation operator a, should give a state with one particle
state less. Since an eigenstate is invariant, that means that it must be a superposition of an infinite number
of state of any number of particle

the state ®y being the vacuum state. The state (a)"® = &, is the state, prepared from the vacuum
state with the creation operators a' = af(q) which create a particle in state ¢, and which contains then n
particles in that state.

The coefficients f(k) must now be chosen so that we recover an eigenstate of the annihilation operator
with eigenvalue A. To find f we operate on @, with a

ady = Zf(k)a(aT)k<1>o
k=0

and use the commutation relation
[a,a'] =1
to move a to the right until it acts on ®( to give 0. It is easy to show that
afah)* = (a")ea + k(at)t!
SO

a®y =Y kf(k)(ah) 0o = 1) f(k)(al)r Dy
k=0 k=0
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This means that we must have

(k+1)f(k+1)=Nf(k)
From which, starting with f(0) = ¢

flk+1) = —=f(k)=c

So

= (Mah)F t
@A:cz( Z') Dy = ce® Dy.
k=0 ’

The coefficient ¢ can then be chosen so that the eigenstate is normalized.

125 ©Guglielmo Pasa



©Guglielmo Pasa CHAPITRE 4. THE CLUSTER DECOMPOSITION PRINCIPLE

©Guglielmo Pasa 126



Chapitre 5

Quantum Fields and Antiparticles

Exercise 5.1

Show that if the zero-momentum coefficient functions satisfy the conditions (5.1.23) and (5.1.24), then the
coefficient functions (5.1.21) and (5.1.22) for arbitrary momentum satisfy the defining conditions Eqs. (5.1.19)
and (5.1.20).

Exercise 5.2

Consider a free field ¢ (x) which annihilates and creates a self-charge.conjugate particle of spin % and mass
m # 0. Show how to calculate the coefficient functions v/ (p, o), which multiply the annihilation operator a(p, o)
in this field, in such a way that the field transforms under Lorentz transformations like a Dirac field ¢, with
an extra four-vector index . What field equations and algebraic and reality conditions does this field satisfy ?
Evaluate the matrix P**(p), defined (for p?> = —m?) by

> ul(p,o)uly (p,o) = (20°) " Pl (p).

What are the commutation relations of this field? How does the field transform under the inversions P, C,
T?

Exercise 5.3

Consider a free field h*"(x) satisfying h*”(z) = h**(z) and hf(z) = 0, which annihilates and creates
a particle of spin two and mass m # 0. Show how to calculate the coefficient functions u*”(p, o), which
multiply the annihilation operators a(p, o) in this field, in such a way that the field transforms under Lorentz
transformations like a tensor. What field equations does this field satisfy ? Evaluate the function PH*(p),
defined by

> (p,o)u (p,0) = (2p°) 7 PHOA(p).

What are the commutation relations of this field? How does the field transform under the inversions P, C,
T?

Exercise 5.4

Show that the fields for a massless particle of spin j of type (A, A+ j) or (B + j, B) are the 2Ath or 2Bth
derivatives of fields of type (0, ) or (j,0) respectively.
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Exercise 5.5
Work out the transformation properties of fields of transformation type (4, 0) + (0, j) for massless particles
of helicity +5 under the inversions P, C, T.

Exercise 5.6

Consider a generalized Dirac field 9 that transforms according to the (j,0) + (0, j) representation of the
homogeneous Lorentz group. List the tensors that can be formed from products of the components of ¢ and

. Check your results against what we found for j = %

Exercise 5.7

Consider a general field 14, describing particles of spin j and mass m # 0, that transforms according to the
(A, B) representation of the homogeneous Lorentz group. Suppose it has an interaction Hamiltonian of the form

V= / @ [%b<x)J“b(x) RAICONE

where J is an external c-number current. What is the asymptotic behavior of the matrix element for emitting
these particles for energy E > m and definite helicity ? (Assume that the Fourier transform of the current has
values for different a,b that are of the same order of magnitude, and that do not depend strongly on E.)
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Chapitre 6

The Feynman Rules

Exercise 6.1

Consider the theory of a real scalar field ¢, with interaction (in the interaction picture) V =g [ d3z¢(x)3/3!.
Calculate the connected S-matrix element for scalar-scalar scattering to second order in g, doing all integrals.
Use the results to calculate the differential cross-section for scalar-scalar scattering in the center-of-mass sys-
tem.

Exercise 6.2
Exercise 6.3
Exercise 6.4

Exercise 6.5
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Chapitre 7

The Canonical Formalism
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Septiéme partie

S. Weinberg II. Modern Applications
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