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Chapitre 1

Star Death and the Formation of
Compact Objects

Exercice 1.1
Exercice 1.2

Exercice 1.3



Chapitre 2
Cold Equation of State Below Neutron
Drip

Exercice 2.1

Les transformations de Lorentz donnent, avec les axes orientés convenablement,

ct’ = ~(ct — Br) cdt’ = ~(cdt — Bdx)
' =~z —vt) o dx’ = ~(dx — vdt)
Yy o=y dy' =y
2 =z dz ==z
et pour dt =0, on a
' = ~ydPx

Pour I'impulsion, on a

py py
plz = Pz
d’ou
/
— + Bepy =
dans cp/,
/ E/ 2 /
Py = YCPx — 57(7 + Beps) = v(1 — B%)epe — BE
et
cdpl, = %cdpJU — BdE’
dp; = dp,
dplz = dpz

Or dans le référentiel R/, le volume de ’espace des impulsions est pris a énergie constante E/ = cste. Une
surface d’énergie donnée dans 'espace des impulsion de R’ ne correspond pas & une énergie constante



de R. Aussi a-t-on dE’ = 0, bien que dF # 0. Il s’agit du méme volume de 'espace de phase, mais qui
ne correspond pas & la méme surface d’énergie Constante.El, de sorte que
1
d3pl — *d?’p
Y
Ainsi
B dPp = dBadp.

Exercice 2.2

Soit
¢($) = #(Zm(ng — 1) + ln(w + 1+ w2))
X(.@) = #(IE\/W(Q.’L‘Q + 1) — ln(;p + 1+ .’172))

1. Pour le cas non relativiste, x < 1 et on a
2 4 6

x x T 5
1 2:1 - = 7778 O 10
Vit + 2 3 +16 1283: +O(z™)

et
2 2 11 7 31
1 272_1:_ - 75_77 79 OlO
zV —|—ac(3x ) T+ 5 +24x 4896 +384x +O0(z™)
5 7 3 11
eV1+2222° +1) =+ ~2® 4+ —2® — —2" + —2 + 0(z'?)
2 8 16 128
enfin 5
T 3 5 35
1 1 N, X9 5 9 7 9 L Oz
n(z + +2?) =z 5 +4Ox 3% +1152x +O0(z™)
Ainsi
18 5 4 . 14 10
0(2) = galpe — ¢ +5¢ +0E)
1,16 4 45 1, 1 4 10
- - (= —x° == — @)
x(@) = ga (e’ 457 = gal+ fga” + 0@D)
Soit

1 ) )
¢(I) = 7157[_2 ({1}5 — ﬂx’Y + ﬂﬂjg + O(Z‘lo))

3 3 5 3 7 1 9 10
(z + 107 " 5% t g7 + 0(z"))

1. Dans la littérature, on avance 'argument que "dans le référentiel de la particule", dE’ = 0. Or, lors d’une trans-
formation de Lorentz quelconque, le nouveau référentiel n’est généralement pas le référentiel de la particule considérée.
Ainsi, on ne peut pas affirmer que dE’ = 0, lorsque 1’'on passe d’un référentiel R vers un référentiel R’ pour cette raison.
En effet, il n’y aurait alors pas plus de raison pour que dE’ = 0 que pour dE = 0.




2. Pour le cas ultrarelativiste, z — 0o et on a

In(z + V1 + 22) ~ In(2x)

et avec
Vit =ay 1+~ ~a(l4 o — 2 4 0@
et g el o g T O0ET)
2, , 1 1.2, 2, 2,
x\/1+x2(§x —1) ~(z —1—5—@)(33{: — )zgx — 3%
1 1
v/ 1+ 22222 +1) ~ (2? + 5 @)(2:62 +1) ~ 2% + 222
d’ou
L a4 2
() = 192 (z* — 2 + - In(22))
1
x(z) = m(:p4 + 2% — ~In(22))
Si 2 2( )3
me me*(me

3
avec p = nmyfple €t n = 375, on a

T r mc?
K = z"
323 KT2\3
avec dans le cas non relativiste n = 5 et k = 15 et dans le cas relativiste n = 4 et kK = 12. On a ainsi

(a) cas non-relativiste : 3I' =5 (donc I" = %) et avec m = me

(mu,ue>§ _ mé? - Ko 3575 B2
3m2A3/)  15m2)\3 5 3
ey e
(b) cas relativiste : 3I' =4 (donc I' = %) et avec m = me
4 2 i, 2
(mu,ue)g_ mc o K_337r3 ch
3m2A3/)  1272)3 4 i 3
u e
Exercice 2.3
De I’équation (2.1.7) on a
0 /¢
p=ng(3)
" on \n
et de (2.3.4)
1 3 A3



Ainsi

)\3
B = Op(2)8y = %ax
Enfin avec (2.3.7) on a
B mc?
€ SYE X
et
X=g3 (x\/1+x2(1+2:z ) —In(z + 1+x2)>
T
et
€ 3rmc?
A .
n x
On trouve alors
€ A3 3rmec?
an(ﬁ) 2 3
32 \3mc?
- 1’6 (xX/ - 3X)
Or
e 202(1+22%) 1+ A=
! 1+ 22(1 + 22%) + 42°V/1 + 22 + - ax
TS s ( ) 2v'1 + 22 x+\/1+x2)
1 2+ 224 —1
V1422(1462%) + —————
871'2( + x2(1 + 627) + o )
1 (222 —1)(z2 + 1)
V1+ a2 62>
= gz (VI+22(1+62%) + —= )
1
= 5 (VI+22(1 4627 + 227~ 1))
= W8$2 V 1 + x2

De sorte que

xx —3x = %(xm@x? —3) +3In(z + V1 +x?)
%(m\/m(gﬁ —1)+In(z+ V1+2?)
= 3¢(z)

Ainsi 2 gvs
P= (371_1)\3563) 5T i6mc 3¢(x)
soit )
P = "5 6(a)




Exercice 2.4
On a

mc2

6+P:T(X($)+¢($))
me? 8

T 8m2A 1+x2§x

3

= mc®V1+ 22 v

32 )3

=nmc*\/1 + 22

or

T = PR S V1422 =

mc m2 2

Ainsi, on a bien
e+ P

n

= Fbp.

Exercice 2.5

Le nombre d’électron par nucléon pour 'hydrogéne est Yz ~ 1 et pour les autres éléments Y ~ 5
Ainsi, si X est la proportion d’hydrogéne et 1 — X celle des autres éléments, la masse molaire moyenne
par électron est alors

e 1 2
_ My ~ — .
o XV +(1-X)Y  X+(1-X)L X+1
Exercice 2.6
(a) Dans le cas non relativiste, on a F = % et
Amg [PF p? 4mg p3

), 2m? T sr3om

_dmg [PF 24 drg 4
T s ), POPT 3

Ainsi, I’énergie moyenne par électron est

De plus, on a

soit

(b) Dans le cas relativiste, on a

4 PF 4 op
= higg (\/m A)pdp = }ng (mc2)(mc)3/ x2(\/ﬁ— 1)dx
0

0

7



Exercice 2.7

(a) La distribution de Boltzman est

(b) On a

or, du point précédent
3
e = n(mc* + §kT) et P =nkT
Ainsi P .
e me® 4+ ZkT.
n 2

On obtient alors
e+ P

5
—Ts=p <& 5kT—Ts:,u—m02

et en divisant par kT

5_s_p—me
2 k kT
Or
mkT\ 2 2
— B(p—mc?)
n=9g (27Th2)
Ainsi )

de sorte que

Exercice 2.8

Exercice 2.9

On a \ _
T
n= geﬁ“/ p2€—ﬁE(P)dp
h3 0
avec
relativiste : E = \/p?c® + m2ct
non relativiste : FE = %
En posant



On obtient

1 o0 E
n= BK/ p3d—e_ﬁEdp
3 0 dp

Or, CC% = v dans le cas relativiste et non relativiste,

ainsi

Exercice 2.10

Exercice 2.11

Exercice 2.12

Exercice 2.13

Exercice 2.14

Exercice 2.15

Exercice 2.16

Exercice 2.17

Exercice 2.18

Exercice 2.19

Exercice 2.20

Exercice 2.21

relativiste :

non relativiste :

dE _ pc? — e _
b = Jpaimia B
dE __ 2p

dp — 2m ~ Y

1 o
nkT = 3K/ pve PEp2dp = P
0




Exercice 2.24
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Chapitre 3

White Dwarfs

3.1 A bit of thermodynamics

Le premier principe de la thermodynamique, pour un gaz s’écrit (dans cette section p est la pression
du gaz)
dU =Tds — pdV
Avec € = nU on a
de €

dU =%~ Sdn & de=ndU + <dn
n n n

De plus, avec dV = d(%) = —Z—Z, on obtient d’ou

de = ansgdn + Ealn & | de = nTds + Zialn.
n n n

L’enthalpie h =U +pV = £ + 2 = HTP s’écrit

dp

n

h:U+m/@c%:dU+MV+V@:dU—%WH—

On trouve alors

d d
dh == - Sin—Lan+ 2
n o n n

:Tds+p+ dn — —d —ﬁdn—l—@
n2 n2 n? n

soit p

dh = Tds + 2

n

3.2 Equilibre des étoiles

Avec

dm

,
m(r):/ Amypdy < d—:47r7“2p
0 r

Soit une coquille sphérique mince d’épaisseur dr et de rayon r. La pression p(r) en r est donnée
par

dF
p(r) = p(r+dr) + JA

11



ou dF est la force exercée par un petit cylindre de base dA et de hauteur dr de densité p

d
dF:GmEZ)m & dm=pdAdr
d’ou
Gmp dpP Gmp
p(r) =p(r+dr)+ 2 ar & P
En isolant m et en dérivant, on obtient
r2 dP dm d (r?dP
——— =G s G—=—F|——
p dr " dr dr <p dr)

que 'on peut récrire

d (r*dP
AnGrip = —— [ ——
e dr(pdr)

,—[ Exemple 1 (Densité constante)}

Si p = cste on obtient
4rGr?p? = —2rP' —?P" o rP" +2P' + 4nGrp* =0

Avec les conditions P(R) = 0 et P(0) € R, on peut résoudre le probléne en posant u = P’
I’équation homogéne devient

K
r +2u=0 &< u=—
,

et en variant la constante
, K'r? -2Kr K'r—-2K
u = =
ré r3

dans I’équation avec second membre
K'r - 2K K’
7“72 +2u44nGrp* =0 & — = —4nGrp?
r r

de sorte que

4 2
K=- mGp s+ C
3
Ainsi o4
_ pl 2
u(r) =P 2 §7TG/) r
et on obtient o 5
=L ZxGp*r? + O
r 3

12




Ainsi

2
P = §77Gp2(R2 —r?).

De
€

P =n?%d, (—) = nop€e — €

n

avec € = ¢ — nmc? on a

P =no,e —¢€
et
R
U= 47r/ e'r2dr
0
or
, P
¢ —
I'—1
Ainsi "
P
U—M/ r2dr
o I'—1

Mais comme

R
W_—%/mm%r
0

On peut écrire

U:_&?;D«ﬁ‘W:—%F—UU

Exercice 3.1
En statistique de Boltzmann, on a, pour les trois degrés de libertés de translation

3
= ink:T

! l
€ =

r-1

et P = nkT en statistique de Boltzmann. Ainsi, on a

R
kT 4 kT kT
U:47r/ " 2dr = —aR3 —vZ
0 3 r

r—1 -1 -1
Ainsi U T
n
=== I'—1Du=nkT
U= =01 ® ( Ju = nk
donc
{ 3(F 1)u
eg==-(I—
B2
et en multipliant les deux membres par le volume du gaz
3
Er = §(I‘ - 1)U.
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Ensuite, avec

-W
on a
3-W 1
Fr=—-—— =——
=973 W
Avec P = Kp' on a
dP = KTp'Ydp < d dp
p “dp P = R
Ainsi
4 (P\_1dP_Pdp
dr \ p pdr  p%dr
_1dP_P_1_dp
pdr  p2KIpl-1dr
_ap (P
~ pdr P
__GmI'-1
2T
d’ou
P -1 1
d<> Pl mald
P T
Exercice 3.2
Avec " R
P
W:/ d—47rr3 dr = —3/ Anr? P dr
o dr 0
et 4
an_ drpr? & dm = dwpr? dr
dr
et enfin
P Gmp
dr r2

on trouve, en intégrant par parties et avec M (0) =0 et P(R) =0

R P r—1_, (% 1
W:3/ md()zSG/ m?d(=)
0 p I 0 r

En intégrant par parties, on obtient

2R R
m —2/ malm
0 o T

r

r—-1
W—STG

14



Ainsi

r-igm* 1-1_ [
W =3 -6 G/ m47Tp7“2d7“

T R
I —1GM? r
=3 T GR G/ mpdmrdr
P—1GM2
r-1GmM?» I —
= 4 3d
3 T R + 6 F ; dr Trodr
r-1GmM?» T -1
=3 T R + 6 T w
On a alors ane
I'—1 I'-1GM
Wi{l-6 =3
(1655 ) =55
d’ou
-1 GM?
W =-3 G . (3.2.11)

o'—6 R

15



Chapitre 4

Cooling of White Dwarfs
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Chapitre 5

(General Relativity

Exercice 5.1
Exercice 5.2
Exercice 5.3
Exercice 5.4

Exercice 5.5

Si la masse volumique est constante, on a

4r 4 dm 5 M 4
M:?Rp@ szT :ﬁr

L’équation de la pression (Oppenheimer-Volkoff) s’écrit

ar _ _pm (1 + P> (1 + 47TPT3> (1 - 2m>_1 (5.7.6)

1% m

AP\ M (P (LGP (42
drp_R?’T p p Iz

soit

En posant x = %, on obtient
dk M r J
= ————F—dr
(1+&)(1+ 3k) R31— 22
et avec m = %(—ﬁ + H%L on obtient, en intégrant de r & R

_2M
_1n<1+3ﬁ3>:11n %
1+/€ 2 —ﬁr

ot 'on a utilisé P(R) = 0, soit x(R) = 0. Ainsi

I1+x —%
1+k I—QR—JVSITQ

17



et en isolant

/ 2M 2M

f VI-HE -1 (5.7.11)

3\/1—M—\/1—2MT2'

% _ _% <];> (1 + 1:) - (5.7.7)

dp = —dr(1 +k)™*

on obtient

K=

Enfin partant de I’équation

avecmz%ona

d’ot, avec K(R) =0
$(R) —d(r) =ln(l +r) & e = D(1+r).

En utilisant la relation

R R
Or
Mr2 M
Y- 1o
1+r=1+
Ay TR g
R i3
oM
3\/1—% - \/1— 2
ainsi 9
e_¢(R)(1 + k)=

de sorte que

Finalement, en posant

on obtient



En élevant au carré
2M  9M?  6M

1— — > 1
R R2 R +
on trouve
AM . 9M? 8 - 2M
R R? 9 R

19



Chapitre 6

The Equilibrium and Stability of Fluid
Configurations

20



Chapitre 7

Rotation and Magnetic Fields
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Annexe A

Rappels

A.1 Statistique 1D

Dans une longueur L les vecteurs d’état pour des états propres qui s’annulent aux extrémités sont

k==

L‘j’ VjeN

et les impulsions
h
i =hk; = —j=jA
Dj Y R e
avec Ap = %
De plus, E? = p%c? + m2c* et dans le régime non relativiste
2

E=mé+2 4+ .
2m

Ainsi pc = VE% — m2c?* et dans le régime non relativiste
p=/2m(E — mc?), avec E € [mc?, +o0l.

On a alors
dE

dp = V2m———
P 2VE — mc?

La densité d’état entre p et p + dp est
_dN _1dp 2

e v
et en fonction de ’énergie
V2 dE
dn(E) = Y2

h VE —mc?
1. Statistique de Fermi-Dirac Si chaque état est dégénéré g fois, et que le nombre total de

particules est N et la densité de particule n = %, alors, pour des fermions d’énergie de Fermi
Er a T = 0 avec une distribution

1 siE<p—mc?
0 siEF>pu—mc

22



et ave u = Ep + mc?, pour T = 0, on trouve

L Y2m /EF dE
P9 me2 VE —mc?

soit

V2
np = 2ng\/EF — mc2.

La densité d’énergie pour des fermions a T = 0

Ep 9 DF 2
€p = / Edn(E) = };q/ (mc? + L)dp
0

me2 2m
soit
_ 2 2 2
€p = 3—h(EF—|—2mc )V 2m(Er —mc?).

. Statistique de Boltzman Pour une statistique de Boltzman, la distribution de Boltzman s’écrit

2 P2

f(E) = PW—E) _ Blu—me’—32)

p2

on obtient, avec § = ﬁ et avec K = 5

oo B(p—mc2—K oo ,—BK
V2m Bl ) ‘/Qmeﬁ(u—m@)/ e JK
0

"B=9 h Sz VE — mc? g h VK

en posant ¢t = \/X on a
o0 —fK /oo 6—6t2 T
dK = —2dt =2,/ = =2vV7wkT
/0 VK 0 3 \/;

2
ng = ng 2rmkTeP (H=me?)

Ainsi

Enfin pour la densité d’énergie

ep = /OO Edn(E)

mc?
/ oS —BK
=g 2meﬁ(“_mc2)/ (mc? + K)eidK
h 0 VK

V2
= gThmeﬁ(“fmg)v kT (4mc* + kT)

soit
V2mmkT
€p = gL(élch + kT)eﬁ(“_mCQ)
2h
et 1 1
;—B; = Z(élmc2 + ET) = mc* + ZkT

23



A.2 Statistique 2D
Avec py = hky = hf (ng,ny), pour {ng,ny} C Nona
h2

4"

h2
(n —I—n) n?.

2 21.2
- 12k
p L

Le nombre d’état correspondant & une valeur entre n et n + dn est

1 1 2L 2L 2A
dN = 127mdn = 72777 fd = ﬂhgpdp
soit une densité d’état
2

dn(p) = 530 dp
En prenant en compte la dégénérescence g des états et le taux d’occupation f(p)

dn(p) = g%pf (p) dp

et
4

dn(E) = g—5f(E) dE

A.3 Statistique 3D

Avec p = hk et k = F(ng,ny,n;) on a

h2
2 2
P
et le nombre d’état entre n et n + dn
1 1. 8L?
dN = 5471'”26177, = §4T‘-Fp2dp
d’out une densité d’état
47

dn(p) = 55p"dp
En prenant en compte la dégénérescence des niveaux et le taux d’occupation, on a
4
dn(p) = +39f (P)p*dp

et

dn(E) = g%@m)%vE —mc2f(E)dE

1. Statistique de Fermi-Dirac. La densité de particules T' = 0 devient

PF
nF—ghSm/

soit

[N

4 4
ngp = gﬁp% = g%(2m(EF — ch))

24



et la densité d’énergie

2
€r :gh—Z(Zm 3/ EvVE —mc2dE
mC

d’ou 0 )
€F = g%(Qm)%E(EF —mc )%(3EF + 2mc?)
soit 4
/I 3 3
€F = 9153 (2m)2 (EF —me )2 (3EF + 2mc?)
et
€F 2 5 3
£z °E
nr 5mc —|—5 F

. Statistique de Boltzman.On obtient la densité de particules

g/ VK ePlu—me®=K) g

soit 5
T 3 me?
B =g55(2m)%e Blu= kT\/ kT
mkT 3 2
— B(p—mc?)
m =g (W) :

et la densité d’énergie
2m 3 [ 2 mc?—K)
eB:gﬁ(Qm)'z (mc? + K)WKeP#H= dK
0
et par intégrations par parties on obtient

(2m)2fk:T\/ kT (mc® + kT) Blu—me?)

soit
3
_(METN 2 3 Bu—me?)
63—g<2ﬂ_h2> (mc +2kT)e

d’ot

€B 2 3

— =mc” + kT

npg 2

Calculons encore la pression

o
g 4 B(# mc )/ p4e—ﬁ%dp
0

~ 3mhsC
d’ot
Am oBlu—me )3 m2k2T?2
=g #= k“T“N2mmkT
3mh3° 8
3
mkT\ 2 2
— kT eB(n—me?)
g (27rh2 > ‘
soit

25



3. Cas relativiste Dans ce cas, on a
E? = p22 + m2é
de sorte que
pe=+VE?2—m2c* =mc®Vaz? -1
EdE o wdx
dp = ——= = mc"——
VE? —m?2ct Va2 —1

avec xr = % On trouve alors

et

4
dn(z) = g%(m(g)?}\/ 2?2 — ladr
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