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Chapitre 1

LLe mouvement brownien

Parmi les précurseurs de cette étude on compte un certain Leuvenhoek (1632-1723). Le
mouvement brownien tire son nom de 1’observation qu’un botaniste, R. Brown (1773-1858),
fit en 1827 au sujet de pollen en suspension dans une solution. Les faits d’observation sont les
suivants :

— le mouvement est irrégulier, sans tangentes,

— le mouvement est d’autant plus erratique que la particule posséde une petite masse, que

la viscosité du fluide est faible et que la température est élevée,

— le mouvement ne cesse jamais.

En 1909 Jean Perrin prend en compte la collision des molécules sur la particule brownienne pour
décrire son mouvement.

1.1 La théorie d’Einstein (1905)

Soit t. le temps entre deux collisions microscopiques, 7 I'intervalle de temps entre deux
observations (7 >> t.). Soit encore t = n 7 la durée d’observation (n >> 1).

On suppose qu’a chaque instant ¢ = k7 toutes les directions sont équiprobables pour la
position a I’instant ultérieur ¢ 4 7.

On discrétise I’espace en un réseau sur lequel la particule occupe un nceud particulier au
cours du temps. C’est le modele de la marche aléatoire.

1.1.1 La marche aléatoire

Placons-nous dans le cas unidimensionnel. La marche aléatoire se fait sur une droite et les
pas ont une longueur de A.

—-A 0 A 2A

z =nA

A chaque intervalle de temps 7, la particule se déplace d’un nceud vers la gauche avec une
probabilité p et vers la droite avec une probabilité ¢ = 1 — p.
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La grandeur a laquelle on s’intéresse est :
P(0,0|nA, k1),

la probabilité de trouver la particule au noeud nA apres k pas (i.e. aprés un temps ¢t = k7.)
On peut représenter ce probleme par un diagramme espace-temps comme celui de la figure
Fig.[L.1l Le nombre de chemins qui aboutissent en n apres k pas est donné par :

Ty

3

FIGURE 1.1 — diagramme espace-temp de la marche aléatoire. Sont indiquées, sur chaque
branche, les probabilités correspondantes.

(52) ~ ey

C’est le nombre de maniere possible de choisir HT” pas a droite parmi k pas. On obtient ainsi :
k! n k-n
P(0,0[nA, k) = P(n, k) = —————p'2 g2, (1.1)

k— k
(557)! (55)!
avec |n| < k et avec n et k de méme parité.

1.1.2 Limite du continu

Pour passer au continu, on fera le passage aux limites :

n—>oo, A—0 nA=zx
k—oo, 7T—0, kr=t.

2 7z
avec D = %—T, z et t fixés.
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On utilise I’expression :
p

P(nAkt) = ;ﬂ/ (pe'® + qe~)re=9 g, (1.2)
Carona:
(peub + qe—zqﬁ)k _ Zplqk—l <l> ez¢(2l—k),
1=0
et comme :

1 [7 —imé 1sim=0
%/ﬂd‘be “0sim#£0"
alors (I.2)) représente bien (L.).

1

Cas de la marche symétrique : p = ¢ = 3

Si la marche est symétrique, alors p = g = % etona:

P(nA k) = 1/ do cos® e ?,

2 J_,

Si f(nA) est une observable :

<fere= Y Wf(nA)A.

n=—oo

et lorsque A — 0, en posant P(z,t) = lima_,o P(nﬁ’k’ﬂ :

<f>() = /OO P(z,t)f(x)dx.

—00

11 s’agit maintenant de trouver P(x,t). Ona:

P(na,kr) _ 1 /7r d¢ e Vapr? or ncosd  avec {A =V2Dr
- ) . k — t I
A 2m\/2DT J_1 -
1 \LF Ty b . 10}
= dpe V2D7 er ncos(ﬁd’), ou: 1 = ——.
272D -z v v VT
En prenant :
2
1
In cos(v/T9) ~ _TY

<fh<m.
2 COSQ(Hﬁi/J)+ , 0=f=m

ona:

Pla) = tig TORFTD - T 7 iy,
T—0 A 27’(’\/@ -
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En utilisant la relation :

on obtient :
1 o2
P(x,t) = e Dt
(1) Var Dt
On peut vérifier que P(x, t) satisfait a I’équation de diffusion :
0 0?
—P(z,t) = D— P(x,t
£ P(r,t) = D P, 1),
avec la condition initiale : P(z,t = 0) = J(z). Dans le cas tridimensionnel, on a :
1 |z
P(Z,t) = ———5e 1%,
V2m Dt
qui est solution de I’équation de diffusion tridimensionnelle :
0

—P(Z,t) = DAP(Z
o P(E (3,0)

ou A est le laplacien et avec la condition initiale : P(Z,0) = §(Z).
on peut maintenant aisément calculer :

<z> (t):/oo sP (1) dz = 0,

—0o0
et: -
<> ()= [ a*P)do=2Dt
—0o
ce qui caractérise un processus diffusif.
De maniére plus générale, si z(tg) = zp,ona:
. . 1 _ |#=3g|?
P(Zo, to|7,t) = ————3e P~
ArD(t — tg)
avec cette fois : P(Zy, to|Z, to) = 0(F — Zp).
On peut encore noter que :

PnA, (k+1)7) =pP((n — 1A k7) + ¢P((n + 1)A, k7).

Ce qui dans le cas symétrique (p = ¢ = %) donne :

P(nA, (k+1)1) — P(nAkT) = %(P((n —1)Akt) —2P(nA,k7) + P((n+ 1)A, k1))

1( )_Aj(...)
T o A2
y7—0
0 0?
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comme on 1’a affirmé plus haut.

On a vu que la solution gaussienne vérifie 1I’équation de diffusion, avec la condition initiale
P(0,0|x,0) = §(z). L’équation de diffusion étant linéaire, une superposition de solutions vérifie
également cette équation. En particulier, si la distribution initiale en ¢ = ¢¢ est Py, (y), la solution
correspondante est donnée par :

|z —y|?

1 _ _lz—yl”
dy P ,t JJ,t P, s ou: P ,t $7t = e 4D(t—tg)
/ y Py, tolz, )Py (y) (y,tolz, 1) 7 O

1.1.3 Constante de diffusion et relation d’Einstein

La constante D, constante de diffusion, doit pouvoir étre interprétée physiquement. C’est
I’objet de cette section.

Considérons un ensemble de NV particules browniennes indépendantes. La densité s’exprime
par :

n(z,t) = NP(z,t), /dm n(x,t) = N,

etona:
2

0

ot

On définit le courant de diffusion :

n(zx,t).

) 0
Jjp(z,t) = —D%n(a:, t),

qui satisfait I’équation de continuité :

0 0 .
an(l‘a t) + %]D($vt) = 0.

Supposons ces particules dans un récipient. La gravitation va générer un courant gravifique :

Jg(z,t) = n(x,t)v,

ol v est la vitesse de chute des particules. Selon I’équation de Newton, en supposant une force
de frottement linéaire en la vitesse, on a :

m—uv = —myv — mg.
i Y g
A 1’équilibre %U =0doncv = —%. Le courant total est donné par : jioal = jp + Jg-
A 1’équilibre thermique on a :
"éq.(z) _ efﬁ(azfxo)mg.

neq. (o)
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Ce qui donne pour les courants :

0

. mg _ Lmg(z—=
JDeéq.(z) = _D%"éq-(l’) = D”éq(xo)kfﬁe Frmg(e=ao)
mg
= néq(l')Dﬁ

. g
Jgéq.(T,t) = —neq.(x)=

A 1’équilibre :

. m
]total,éq.(«%') = néq,(ﬂf) <Dki? — z/) =0,

ce qui donne la relation d’Einstein :

 kpT

D .
my

On remarque que D ne dépend plus de g, donc du champ appliqué. D ne dépend que des
parametres intrinseques a la particule et au milieu considérés (m et y.)

La mesure de D permet I’estimation du nombre d’Avogadro N4 (Perrin : prix Nobel de
1926) car elle permet une estimation de kg, la constante de Boltzman.

1.1.4 Marche aléatoire asymétrique — Equation de Schmoluchovski

1.1.5 Particule avec friction et force harmonique
1.2 Théorie de Langevin du mouvement Brownien (1930)

On interprete le mouvement de la particule due a I’effet de la friction :

m—v = —Mmyv.

dt
On s’intéresse a < v >, Or :

d
m—<v>=-my<uv>
dt 7 )

d’ou :
<v>(t) = ve ",

ol [y] = s71, 7 étant le taux d’amortissement de la vitesse.

1.2.1 Force aléatoire et équation de Langevin

Comme équation du mouvement, on prendra :

m%v(t) = —myv(t) + f(¢) (1.3)
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ou f représente 1’effet des collisions des particules du fluides sur la particule brownienne. On va
supposer que f est aléatoire. Si on répéte I’expérience N fois, dans chaque cas on observera une
force différente aprés un temps t f1(t), ..., fn(t).

On définit la force moyenne et la vitesse moyenne :

<f> )= > )

1 7,;1
<v> ()= > wilt).
=1

On fait I’approximation :
<f>(t)=0,

ce qui implique :
<> (t) = voe .

1.2.2 Fluctuations temporelle de la vitesse

Ona:
| X
<u(h)o(ts) >= + ;vi(tl)vi(tg).
La solution de (L.3)) est :
t
v(t) = / ds e_W(t_S)@ + vge . (1.4)
0 m

On peut alors calculer :

t1 to
v(ty)v(te) = / dsl/ dsy e~ V(ti—s1) o=y (t2—s2) f(s1)f(s2)
0 0

m2

+ termes linéaires en f + vie V(1 tt2),

En prenant la moyenne < - - - > le terme linéaire est nul et on obtient :

¢ ¢
v(ty)v(te) >= / ' dsy / ’ dss e V(t1=s1) o=y (t2=s2) < fs1)f(s2) >
0 0

m2

+ vge(ttt2)

Pour porsuivre on va effectuer I’hypothese suivante :
hypothése : il n’y a aucune corrélation entre f(s1) et f(s2), ¢’est-a-dire :

< f(s1)f(s2) >= cd(s1 — $2).
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Ainsi :

t
<wu(t)u(ty) > = C/ ' dsy e V() (2081 4 2 =y(trtt)
m2 0

- c ! (ef'y(tlftz) _ 6*7(t1+t2)> + v2ev(tt2)
ym

ou t; > t9. Sity > t1, il suffit d’inverser ¢; et to dans le premier terme. Ainsi, en général :

< ’U(tl)v(tz) >=

— e V(ti—t2) _ e—v(t1+t2)) + e (titt2)
2ym? ( 0

A I’équilibre, selon I’équipartition de 1’énergie :

1 1
Or: i )
c _ oM
im < U2(t) >= m(l — € 27t) + 7)86 27155 — §kBT,
d’ou: c
= kpT,
2ym B
soit :

On constate de plus que la particule ne se souvient plus de sa condition initiale pour ¢ grand,
grice au facteur e~ qui accompagne la condition initiale v3, et fait tendre le terme vers 0
lorsque t — oo.

1.2.3 Fluctuations temporelles de la position
En intégrant (L4) avec la condition initiale z(0) = xy = 0, on obtient la position moyenne :

! ¢ 1—e
<z >’U0 (t) = / <wv >’U0 (S) ds == UO/ e—vs dS = Vo (ﬂy) .
0 0

D’ou I’on peut calculer :

t t
<z? >, (1) —/ dsl/ dsg < v(s1)v(s2) >y,
0 0

ce qui donne :

2kgT kgT 1

9 B B —t 2t 2 —yt\2
< > (1) = t4+ ——(4e ™" — M 3)+vi—=(1—e ).
T (t) m m’y2(e e ) UO’Y2( e )

La théorie d’Einstein prédisait : < 22 > (t) = 2Dt. Or on voit que

< :L‘2 >Langevin (t) ~ 2Dt
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pour ¢ — oo. De plus la théorie de Langevin nous donne le comportement pour ¢ — 0O :
2 2
< Z” >Langevin (t) =~ (UOt) ,

i.e. le comportement d’un particule libre. C’est bien ce a quoi on pouvait s’y attendre, puisque
pour des temps tres brefs, la particule ne recoit pas de chocs et se comporte comme une particule
libre.

La théorie de Langevin compléte la théorie d’Einstein en faisant le lien avec la mécanique
de Newton, ce qui faisait défaut dans la théorie d’Einstein.



14

CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN



Chapitre 2

Processus stochastiques

2.1 Propriétés générales
Un processus est dit stochastique si son déroulement temporel peut étre analysé en termes

de probabilités.
Soit z(t) une observable d’un tel processus.

Ty

S LITIRE

t to t

FIGURE 2.1 — Ensemble de N = 5 mesures d’un processus stochastique. Chaque ligne repré-
sente une mesure. On a représenté la mesure des processus a deux temps différents ¢; et to,
correspondant a z;(t1) et z;(t2) pouri =1,... 5.

Le fait que le processus est stochastique se traduit par ce que si on répete I’expérience plu-
sieurs fois, on obtient des résultats aléatoires. Pour chaque ¢, z(¢) est une variable aléatoire.

Supposons que I’on procede a N observations d’un tel processus. On mesure I’observable
x(t) au temps ¢ afin d’obtenir un ensemble de N mesures z;(t) (cf. Fig. 2.1).

Il est souvent impossible de reproduire une expérience. On peut alors substituer au nom-
breuses expériences une observation unique, en la découpant en tranches de durée fixée, disons
T, et en considérant chaque tranche comme une nouvelle expérience (cf. Fig. 2.2)). Il faut évi-
demment disposer d’une séquence temporelle suffisemment longue. On définit alors la moyenne
atfixé:

1 N
<a(t) >= > xi(h),
=1

15
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Tg

Zo w \/\NM/

T T T "

FIGURE 2.2 — Fragmentation d’une longue observation en plusieurs observations plus courtes,
de durée T'.

et la corrélation a ¢1 et a to fixés :
1
<a(t)a(t) >= Z} i (ty)xi(t2).
1=

2.1.1 Probabilité absolues et conditionnelles

Soient I}, = [z, x) + dxg], kK =1,...,n. On définit :
W(x1,t1;2,t0; ... T, ty)dxy ...y dXy,

la probabilité de trouver x(t;) dans Iy,(k = 1,...,n), soit le quotient du nombre de réali-
sations qui passent dans [; au temps t; par le nombre total de réalisations. La distribution

x
A
L
. Iy
T1 /f_/\
T2 >Q'0-
Tn I,
i 5 tn 1

W(1,2,...,n) (ou on a utilisé la notation abrégée 1 = (x1,t1) etc.) satisfait les propriétés
suivantes :

i) W(l,...,n) >0,

i) [doe W, k—1kk+1...n)=W(1,.. . k—1k+1, .. n)
i) [dxidag...de, W(1,...,n) =1,

iv) W(1,2,...,n) est invariant sous la permutation des (z;, t;).
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Definition 1

Un processus stochastique x(t) est défini par la donnée d’une fonction W (1, ¢1;

qui satisfait aux conditions i) a iv) ci-dessus.

e Tptn)

On définit la corrélation (ou moment) a n temps du processus par :

c(tyy. .. ty) = /d:El coodzp Ty xy Wz, by X, ty)
=< z(t1)...x(tn) > .
En particulier, on définit la moyenne par :
< a(t) >= / da Wz, t)a.
Comme en probabilité on définit la fonction d’autocorrélation :

K(tl,tg) =< (:L‘(tl)— < 1‘(251) >)(:L‘(t2)— < l’(tg)) >

=< z(t])z(ta) > — < x(t1) >< x(t2) >= c(t1,t2) — c(t1)c(ta).

Cette fonction mesure I’influence du systeme sur lui-méme a des instants différents.

Supposons que 1’on ait indépendence statistique en des instants différents. Cela s’exprime,

en terme de corrélations, par :
C(tl, tg) = C(tl)C(tg).

Ce qui s’exprime également par :
K(ty,t2) = 0.

Un processus est dit faiblement corrélé si K (t1,t2) — 0 lorsque t1 — to — 0.

En probabilité on utilise la notion de fonction génératrice définie par :

G\ = Z (Z:l\')ncn
n=0 :

ce qui donne :

n!

G0 = [ avs) Y )" _ [ avest) = 3600
n=0

Les fonctions génératrices ont la propriété interessante :

dn
axn

=i"c,.
A=0
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D’autre part on définit les cumulants K,, du processus par :

o0

_ n
InG(\) = Z n‘)\ K,.
n=1
On montre alors que :
Ki=<y>

Ky =<y?>—<y>2

On définit de méme pour les processus stochastiques une fonction génératrice par la fonc-

tionnelle : -
f):zzﬂ/dtl.../dtnf(tl)...f(tn)c(tl,...,tn),

ouc(ty,...,tn) =< x(t1).. ) >. On obtient :

G(f)=< 1, dty .. dtnﬂtl)...f<tn>x<t1>...x<tn>>

- < dtf(t)w(t)>n>
RS

Les cumulants du processus stochastique sont définis par :

lnG(f):Z::'/dtl.../dtnf(tl)...f(tn)K(tl,...,tn).
n=1

On observe que :
K(t) = c(t)
K(tl, tg) = C(tl, tg) — C(tl)c(tg)

2.1.2 Mouvement brownien comme processus stochastique

Soient y;(t), y;(t) les coordonnées et vitesses des particules du fluide et soit x(t), v(t) la
position et la vitesse de la particule test.

On va supposer que les lois de Newton décrivent le mouvement de toutes les particules. Les
conditions initiales sont :
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La trajectoire de la particule test dépend des positions initiales et des vitesses initiales des autres
particules de sa propre position et de sa vitesse initiales : z(t,w) = z(t; 2°,v?; y?, v? ).

On définitw = (2°,0%; 92, 0?), les conditions initiales dans I’espace de phases I'. En général
w est inconnu et sera représenté par une distribution de probabilité des conditions initiales :

p(w), avec : / dw p(w) = 1.

L’ensemble des probabilités jointes W est clairement donné par :
W(x1,t15. .. Ty ty) = / dw p(w)d(z(t1,w) — z1) ... 0(x(tn,w) — xp).

Bien sir, les x(¢,w) sont inconnus (2 moins de résoudre les équations de Newtons !!). On
vérifie que W satisfait les conditions i) a iv).

Un théoreme dii a Kolmogorov affirme que si W satisfait les conditions i) a iv), on peut
toujours écrire W comme ci-dessus.

La théorie que nous décrivons dans cette section se généralise aux problémes non méca-
niques pour lesquels il n’existe pas d’équations déterministes.

A chaque temps, on fait I’étude statistique des réalisations. On regarde a des temps donnés
les probabilités jointes que les chemins passent par les intervalles Iy, ce qui spécifie W (x1,t15. .. Zp, tn).

La donnée de I’ensemble de ces fonctions W pour tout n et pour tout choix de ¢ et de x
spécifie le phénomene stochastique.

Ona:

a) W>0

b) W(1,...,n) =W(n(1),...,m(n)), pour tout v € Py,

o) [ dzy W(zi,t1;...;Tn,tn) = W(xa, t2; ... Tn, tn)

d) [ dxy...de,W =1.

Et si f est une fonction des n variables aléatoires :

< f >t = / dzry...dzpf(z1, ... xn)W (1, t15. .5 Tp, tn)
=< f(z(t1),...,z(tn)) > .
Le processus est dit stationnaire s’il est invariant sur les translations du temps, i.e. si :
W(xi,t1;5. . @, ty) = W(z1,t1 + 75 oy, by + 7)

En particulier :
W(z1,t1) = Wz, t1 +7) = W(21),

et:
W(x1,t1; 22, t2) = W(x1,0;20,t2 — t1) = W(z1, x25t2 — t1).
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2.1.3 Notion de probabilité conditionnelle

On se donne t1 < tg--- < t, on définit :

P(xy,tys . ot g1, trogts - -3 s tn)
la probabilité de trouver (¢4 ) dans Iy 1,...,2(t,) dans I,,, sachant que x(t1) € Iy, ..., z(t;) €
1., soit :
P($1,t1; s 3 Ty tk‘$k+latk+1; cee xnatn)
_ W@t @ B Theg 1 g1 -5 T )

Wz, t1;.. .52k, tg)

D’apres les propriétés de W on remarque que :
— On ne peut pas échanger un argument du passé avec un argument du futur, la symétrie
est perdue.
— Les probabilités P ont les propriétés 1) a iv) par rapport aux arguments du futur.
La donnée des W ou des P contient la méme information, a condition d’adjoindre 1I’infor-
mation indépendante W (1). En effet :

W(1,2) = W(1)P(1]2)
W(l,...,n) ‘:”W(l)P(1]2) . P(1,...,n—1|n).

2.2 Processus markoviens

2.2.1 Définitions

Un processus markovien est un processus stochastique tel que :

P(xi,ti, .. s on, tg|ogg, tepr) = P(@g, tel @, te1)-

En d’autres termes, I’état futur du systeme ne dépend que du pas précédent et non pas de toute
I’histoire du systeme.

2.2.2 Exemples : processus déterministe, mouvement brownien

Si le processus a la propriété de Markov, la description du systéme est grandement simpli-
fiée :
W(1,2,...,n) = W)P(1[2)...P(n—1|n)  t; <--- <t,.

Ainsi le processus est défini uniquement a 1’aide de deux fonctions ; W qui distribue le chemin
a temps fixe et P, la probabilité & deux arguments.

Le processus est entierement défini par la donnée de W (z, t) et P(x1, t1]|z2,t2) (pour t; <
t2) qui fait office de probabilité de transition.
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L’intérét des processus de Markov vient de ce que leurs propriétés sont agréables. La théorie
est simple et riche. Mais est-ce que les processus physiques sont markoviens ?

Il faut discuter au cas par cas, selon la situation physique et choisir une bonne variable
pour le processus aléatoire. En outre il faut prendre des précautions, car si x(¢) est markovien,
f(z(t)) = y(t) n’est en général pas markovien.

Dans le cas du mouvement brownien, il est 1égitime de supposer qu’il a la propriété de
Markov. A chaque instant on observe une position, et la position suivante est strictement aléatoire
(c’est la démarche que 1’on a adoptée auparavant). Le mouvement brownien a une invariance
temporelle et spatiale :

Py, t1+ 75| o, tn +7) = P, t15. .| oo T ty)
P+ Aty ooz + Atn) = Play, tys .|z )

Ainsi P est de la forme :

P(xy,t1;. . 5o, te|Tpsr, ter1) = Foe — 21, to — t1s .. T — Tk, te1 — k).

et comme chaque pas ne dépend pas des incréments précédents on a :

P(xy,ti;. . op, te|oegn, terr) = F(Tpa1 — T, b1 — ),

ce qui correspond a la propriété de Markov. Les incréments sont indépendants les uns des autres.

Il est donc 1égitime de décrire le mouvement brownien comme un processus de Markov. Ce
ne serait pas le cas si ’on avait suivi la trjectoire microscopique dans le fluide, la trajectoire
dépendant de tout son passé. De fagon grossiere, ou a grande échelle, (coarse scale) la propriété
de Markov est valable.

2.2.3 Equation de Chapman-Kolmogorov

Cherchons les contraintes sur P (la probabilité de transition) dans les processus de Markov.
Clairement :

/d$2 P(z1,t1|w2,t2) = 1 (2.1)
———————

/W(:E,t) dr = 1.
P(1]2)>0 D vl
W (z,t)>0

etona:
/dﬂUQ Wz, ti; 20, ta; 23, t3) = W(ﬂﬁl,tl)/P($1,t1|$2,t2)P(962,t2|$3,t3)dﬂ?z,

d’ou :
Wy, t1;w3,t3) = W(xy, t1) P(w1, t1]23,13).

Donc :

P(zq1,t1]z3,t3) = /dm P(z1,t1|z2, t2) P(x2, ta]x3, t3) (2.2)
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C’est I’équation de Chapman-Kolmogorov. Elle signifie que 1’on passe de x1,t; a x3,%3 en
sommant sur toutes les fagons de passer quelque part au temps %o.
La relation entre la distribution a un point et P s’obtient par :

/ dan W (i, 12, £2) — / W (i, 1) Plar, |2, t2) dary,

d’ou :
W(x'Q,tQ) = /dl‘l W(xl,tl)P(xl,tﬂxg,h). (2.3)

Definition 2

Un processus de Markov est défini par la donnée d’une probabilité de transition P(x1, t1|f2, t2)
et d’une distribution W (x, t) satisfaisant les relations 2.1)), (2.2) et 2.3).

Inversement, si on a un processus de Markov, il définit P et W qui satisfont les relations
@.1), @.2) et @.3). Ainsi il suffit de se donner une probabilité absolue a un temps et une proba-
bilité conditionnelle a deux temps.

2.2.4 Processus stationnaires et faiblement stationnaires

z—‘ Definition 3 3

Un processus de Markov est dit stationnaire si :
a) P($1, t1—|—7'|:E2, tQ—I—T) = P(l’l, t1|$2, tg) donc : P(l‘l, t1|ZE2, tg) = P(l‘l, 0‘1’2, 92—

t1).
b) W(z,t) = W(z,0).

On dit qu’il est faiblement stationnaire si seul a) est vraie.
\ J

En général s’il n’y a pas de champs extérieurs variables, on les systémes seront stationnaires.

Loi de semi-groupe pour les processus markoviens faiblement stationnaires

Pour les processus faiblement stationnaires 1’origine du temps n’a aucune incidence. On a :
P = P(l‘1|.7)2, t2).
On peut penser 2 P comme a une matrice. Si x1, xo sont discrets, alors P est une matrice :

P(x1]xg, t2) = (x1|Ti|z2),

est I’élément de matrice correspondant aux états x1,zo et ou 7T} est une famille de matrices
indexée par le temps .
Pour voir ce que devient I’équation de Chapman-Kolmogorov, introduisons :

1 =1t —1
! 2 ! ts —t1 = 11 + To.
Ty =1t3—t2
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L’invariance sous les translations temporelles réduit a deux le nombre de variables : 7 et 7o.
Ainsi :
P(:E1|.%'3, 1 + 7'2) = /d:ﬁz P(J:'1|I'2, 7'1)P(£L’2’Jf3, ’7'2),
1.e.:

(21T 3) = / 023 (1T [22) (22| T |3),

soit :

‘T7'1+T2 = TT1 ) TT2 ‘

Au groupe additif des temps correspond le groupe multiplicatif des matrices 7. On dit qu’il y a
une loi de semi-groupe.
La relation sur W peut s’écrire :

W(xQ,T> = /dxl W(xl,O)P(.%'l,O’Q?Q,T),
d’ou :
W, = WoT-.

La normalisation s’écrit :

Analogies

évolution d’un systeme Le flot en mécanique analytique jouit de cette propriété.

opérateur d’évolution En mécanique quantique on peut écrire la solution de I’équation de
Schrédinger :
it

wt:Ut'lﬂ(), oﬁ:Ut:e_ [

est I’opérateur d’évolution et ot ¢;(z) = ¢ (z,t). Ona:
Ut1+t2 = Utl Ut2 .

Cette loi de composition décrit toute avolution jouissant de I’homogénéité due a I’invariance
sous les translations temporelles.

On ne peut propager le systeme que du passé vers le futur (cela apparait dans le semi-groupe
de notre cas précédent a ne considérer que 7 > (.) En mécanique quantique on peut revenir en
arriere :

Ut =0,

On parle alors de loi de groupe (car on peut parler des 7 < (.)
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2.3 Processus gaussiens

2.3.1 Définitions et propriétés générales

Un processus stochastique est dit gaussien si toutes ses probabilités jointes sont des gaus-
siennes :

n

(det A)% exp[—1 Z (i Aijz;)],

1
v (2m) 255

pour le cas de moyenne nulle, o A est une matrice réelle n x n symétrique (A;; = Aj;),
inversible (det A # 0), définie positive :

W(:Bl,tl; .. ;:En,tn) =

n
Z vidijy; >0, Yy = (y1,...,yn) # 0.
ij=1

Considérons I'intégrale :
I= /d:vl ...dzy, e~3(@AD) 4 e RE

Il existe une matrice O réelle orhtogonale (O* = O~1) telle que :
0140 = A?,
(A? est diagonale, avec A;; > 0.)
Effectuons alors le changement de variable z = Oy, avec det O = 1.On a:
10 'AQy)

S—— 2 n
I= /dy1 . ..dyne_%(oy’AOy) = /dy1 ...dype Ad = (2m) ,
det A

ou I’on reconnait le facteur de normalisation de W.

2.3.2 Moments des processus gaussiens

Soit la transformée de Fourier de W :
G(Kq,...,Ky,) = / dzy . . . dzy ezt tKnan) W(xy,t1;.. .52, ty)
1 _
= eXp(_i ZKZ(A 1)inj)-
i7j

Pouri # j :
0’°G
0K,;0K;

= —/ dzy...dxy, e W(z,t; .. 2, ty)
Ki==K,=0

= —/ d:L‘zd{L‘] l’il'jW(ibi,ti;ZUj,tj) = —C(ti,tj)

= — < a(t)a(ty) >= —(A7Y);.
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Ainsi: (A7Y);; =< x(t;)x(t;) >= c(t;, t;) (dans le cas de moyenne nulle.)
Donc si I’on connait la fonction de corrélation, on connait le processus.

Remarque 1

On appelle également c la covariance du processus.

Si le processus a une moyenne < x(t) >= xo(t) :
x; = x; — xoi(t), . ..

11 suffit de faire un changement de variable pour se ramener au cas précédent.
(e 2 ! s
Pour les moments d’ordre plus élevés (obtenus en prenant ﬁ des deux cdtés dans la
iy Oy
relation ci-dessus) on trouve :

< x(t1)...xz(tp) > =0 sin estimpair,
<a(tr) ... a(tan) > =Y <alti)n(ti) > < Dtiy,_,)2(tiy,) >,
paires

ol la somme porte sur toutes les partitions de 1, ..., 2n en n paires.

paires

Exemple 1

< I(tl)x(tg)x(tg)x(t4) >=< x(tl)x(tz) >< x(tg)x(t4) >
+ < :L’(tl)x(tg) >< x(tg)as(t4) >+ < x(tl)x(t4) >< :U(tQ).’L‘(tg) > .

(2n)!
Le nombre de termes dans la somme Zpaires est 5a -

Un processus gaussien de moyenne nulle est entierement défini par la donnée de la cova-
riance c(t1,t2) etona:

Z in(ti,tj)yj >0 V(y1, ceey yn) 7é 0.

1,j=1

Un processus gaussien stationnaire est tel que : c(t1,t2) = c(t1 — t2).

2.3.3 Fonction génératrice d’un processus gaussien

La fonction génératrice d’une fonction f est définie par la fonctionnelle :

F(t) = GIf] :;Z/ dtl.../ dty F(11) . Fb)e(tr, 1),

De maniere générale, une fonctionnelle est une application de 1I’ensemble des fonctions F vers
C, en particulier :
G[f]: F = C.
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Dérivée fonctionnelle

La dérivée fonctionnelle dans la direction 1 est définie par :

Gl +ey] - Gl
e—0 €

= DyGlf]-

,—| Exemple 2 N

La dérivée fonctionnelle du produit :

Dw(f(tl)f(tQ) o f(tn)) = lim [f(tl) + €¢(t1)] c [f(tn) + 61/}(tn)] — f(tl) ce f(tn)

e—0 €

= (1) f(t2) - f(tn) + f(E)U(t2) . f () + ...
+ f(tl) s f(tnfl)"zb(tn)'

Faisons le choix :

B(s) = di(s) = 3(t — s).

Alors :
D5, (f(t1) ... f(tn)) = 0(t —=t1) f(t2) ... f(tn) + -+ f(t1) ... f(tn—1)0(t —tn)
)
= W(f(tl) o f(tn))-
La derniére relation est la notation utilisée. On a ainsi :

6f(s) _

5F() 3t —s).
ox;

C’est I’équivalent de la relation bien connue 5 = ;.
J

,—| Exemple 3 \

Soit G[f] = f(f f(s)ds, onaalors :

5 5 [P
SO = s | 16 ds=

sit € [a,b], et O sinon.

PF) g [ st o ds —
) 5f(t)d3—/15(t s)ds =1,
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,—‘ Exemple 4

G[f] = f; f™(s) ds, alors :

O i O [ as e [0
7 = s | o= [

o b n—1 6f(8) o n—1
—/a nf" " (s) 70 ds =nf""(t).
o(t—s)

Gm\ _

,—‘ Exemple 5
6’0
f=0 N

0f(t1)...0f(tn)
/dsl...dsn [5f(t1)5f(tn)(f(81)f(5n)) c(81,.--,8n)

-

5(81—t1)...5(sn—tn)
= C(tl, ce ,tn).

\,

Calculons donc la fonction génératrice du processus gaussiens :

G[f] = Z #/ dty... dtznf(tl) .. f(tgn) < x(tl) . .’L’(tgn) >,

n=0

car les termes impairs sont nuls et ou :

< l‘(t1) . ..x(th) >= Z < x(th)x(t’té) > < m(ti?nfl)x(ti%n) >

paires

Mais, comme chacun des termes de la somme donne une contribution équivallente, on a :

o =y S n) ( / dty dts f(t1)f(t2)c(t1,t2)>n

| |
o (2n)! 27 n!

— exp [—% / it / dta f(t1)c(tr, 1) f(tg)] |

Les cumulants d’un processus gaussien sont donnés par :

InG[f] = Z;—n'/dtl...dtnf(tl)...f(tn)K(tl,...,tn)
n=1

_ _% / dty dta f(t1) f (2)c(tr, t2).
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On en conclut qu’a moyenne nulle on a :

K(tl,tg) :C(tl,tQ)
K(ty,...,tp) =0, si:n>2.

Ainsi les processus gaussiens ont les caractéristiques suivantes :
1) Ce sont des processus dont toutes les distributions sont des gaussiennes.
ii) On a les relations ci-dessus pour les corrélations (tous les moments d’ordre impairs sont
nuls et les ordres pairs sont donnés par 1’ordre 2.)
iii) La fonction génératrice est une gaussienne.
iv) Tous les cumulants sont nuls, excepté le second.



Chapitre 3

Processus Markoviens diffusifs
Equation de Fokker-Planck

3.1 Introduction

Dans ce qui suit nous supposerons que les processus sont markoviens. On analysera, en
particulier, le mouvement brownien. Le k£-¢ moment de la distribution du mouvement brownien
est donné par :

2T
ou :

Tr — X

u = .

V2Dt

Ainsi :

0 k=1
< (x—z)f >=< 2Dt k=2

(2Dt)F2 = o(t) k> 2.

Tous les moments d’ordre plus grand que 2 sont d’un ordre de grandeur beaucoup plus petit que
les moments d’ordre 1 et 2 lorsque t — 0.
Le processus de Markov est défini en donnant la probabilité P(z, 0|z, t) :

Definition 1
On dit d’un processus markovien qu’il est diffusif s’il a les propriétés suivantes pour }

29
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t—0
< ey S /dm 2 — 20) P(20, 0], £) = a(wo)t + of?)
< (@ — )2 >= /dx (2 — 20)2P(z0, 0|, £) = b(xo)t + o(?)
< (2= 20)f >= /d:c (x — 20)* (a0, 0|z, £) = o(t).

Remarque 1

On a utilisé la notation :

fy=oft) e im0
76) = 0g(t) & 3Ctelque [£(2)] < Cly(t)|.

Le mouvement brownien correspond au cas de moyenne nulle ¢ = 0. Dans le cas o a # 0,
on dit que I’on a une dérive. Le mouvement brownien satisfait ainsi a ces conditions.

3.2 Dérivation de I’équation de Fokker-Planck

Un processus de Markov doit vérifier les équations intégrales de Chapmann-Kolmogorov.
Cherchons une condition différentielle.

Considérons :

Plaole,t +7) = / dy P(xoly, t) Pylz, 7).

On se donne une fonction ®(z) € C*> a support dans un intervalle fermé :

[ deruinnew = [ Puleniee) + @ - »o')

—0 —00

—)°®"(y) + o((z — )*)]

l\D\H
/—\

(Lorsque 7 — O on a P(y|x) — 0(xz — y), d’ou le développement en série de Taylor de ®.) Ce
qui donne :

| e Plyler) 00) = 0) + ) () + 50)2" W7 +0(r)
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Dans I’équation de Chapmann-Kolmogorov, on obtient :
/ dx P(zo|z,t + 7)0(x)
= [y Planls.t) |90 + o) 0) + Sp@" Gl +of7)]

= / dx P(xo|x,t) [@(x) + [a(z)®' (x) + %b(x)q)"(x)]T + 0(7')] ,

ou, dans la deuxieme égalité, nous avons simplement changé la variable muette d’intégration y
par .
Nous pouvons maintenant écrire :

/dxq>(x)P(’”0‘””’t+T)_P(‘BO‘””’” :/dx a(2)® ()

T

+ (@)@ @) Plaol, 1) + ofr).

On reconnait dans le membre de droite la dérivée de P lorsque 7 — 0 et, en intégrant par parties
le membre de gauche, on trouve finalement, a la limite 7 — 0 :

/ @(x)gtp(xoym,t)
2
= / dx ®(x) [—8 (a(z)P(xol|x,t)) + ;i (b(z)P(xol|x,t))] .

Ainsi :

0 0 1 0?
ap(l‘om t) = —%(a(if)P(ﬂfokﬂa t)+ 2922
C’estI’équation de Fokker-Planck ,1a forme différentielle de I’équation de Chapmann-Kolmogorov.

On appelle solution fondamentale 1a solution de cette équation avec la condition initiale :

(b(x) P(zolz, t)).

P(xg|lz,t =0) = d(x — x9),
et solution générale la solution avec la condition initiale :
P(xo|z,t)|,g = W(z).

Cette équation différentielle est déterminée par les deux quantités a et b qui contiennent toute la
physique du processus :

a(z) estla dérive (drift.)

b(x) est la diffusion (on doit avoir b(z) > 0.)
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Remarque 2
L’équation de Fokker-Plank est dite linéaire si :

{a(:c) =ag+ a1z

b(x) = by = cste.

Remarque 3

L’équation de Fokker-Plank est linéaire en P.

3.3 Mouvement brownien d’Einstein : processus de Wiener

Il est naturel de définir le mouvement brownien par sa densité de probabilité :

1 _ (z—xq)?
e 1Dt
Var Dt

Mais cette donnée n’est pas suffisante pour définir le processus stochastique. On définit le mou-
vement brownien comme un processus de Markov dont la probabilité de transition est donnée
par :

P(JjOI‘/Evt) =

P(zg, tolx,t) = ;ef ig{f@;
R A D(t — to) ’
et le processus & un temps par :
1 2

e 4Dt

W(z,t) =
Var Dt
Un processus de ce type est appelé : processus de Wiener.

C’est un processus gaussien, markovien, faiblement stationnaire (car P ne dépend que de
t — to, mais il y a des fluctuations : < (x — :co)2 >) avec :

a=20
2kpT

b=2D = .
my

3.4 Mouvement brownien de Langevin : processus d’Ornstein-Uhlenbeck

En tant que processus pour la vitesse, c’est un processus avec dérive qui est défini par :

a(v) = —yv
bv) = 2vkpT
m
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L’équation de Fokker-Plank du processus est :

’}/kBT 82
5P
m 602 (’U,t),

0 0
aP(v,t) = 7%(1)P(v,t)) +

dont la solution fondamentale est :

1
B m 2 1 m (v —vge V(tt0))2
P(vo, tolv,t) = <27rk‘BT> [ o) exp <_2k:BT 1 — e—2v(t—to)

avece ©

P(Uo,tg‘v,to) = 5(1) — ?}0)

[ m  _
Wiv) = 27Tk:BTe

C’est un processus gaussien, markovien, stationnaire (car W ne dépend pas de ¢ et P ne
dépend que de t — g et ses propriétés ne dépendent que de ¢ — #g.)
Intéressons-nous maintenant aux moyennes :

(M

muv
B

ol
E
|

<o(t) >= / dv W(v)v =0,
et:

< ’U(tl)v(tz) > = / dvy dvg W(’Ul,tl;vg,tg)’ul’vz
= ((v(t1)— < w(t1) >)(v(t2)— < v(t2) >))

:/dUl/d'UQW(Ul)P(Ul,tl"UQ,tQ)'UlUQ

:/ d’UlQ}QW(Ul)/ dUQUQP(Ul,t1|U2,t2)

vie—v(t2—t1)

ol to > t1.

Ainsi, on peut définir le processus d’Ornstein-Uhlenbeck comme un processus gaussien
de moyenne nulle et de corélation exponentielle. On peut se demander combien de proces-
sus markoviens sont gaussiens et stationnaires. Le théoréme suivant nous affirme que c’est le
seul :
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Théoreme 3.1 (Théoréeme de Doob)

Soit un processus gaussien stationaire, il est markovien si et seulement si sa fonction
d’autocorélation est exponentielle.

La classe des processus de Wiener et d’Ornstein-Uhlenbeck épuise les cas ou 1’équation de
Fokker-Planck est facilement soluble.

L’équation de Fokker-Planck est semblable a 1’équation de Schrodinger. Selon la théorie de
Langevin, la vitesse d’une particule dans un gaz suit la loi :

d 29k T
Zo(t) = —y(t) + fhat

f(t)7

m

ou < f(t) >=0et < f(t1)f(t2) >= 6(t2 — t1). On a alors :

t
v(t) = / ds e_V(t_S)® + vge .
0 m
Supposons que la vitesse initiale est distribuée selon I’équilibre thermique :

2
71 muv,
W(UO) = A/ 27TZLBT€ 2k3%7

on trouve alors : < v(t) >=0, et :

—(ta—t1)

)

kpT
< o(t)u(ty) >= ~2=¢

ce qui correspond au cas d’Ornstein-Uhlenbeck.

Pour définir complétement le processus stochastique, il faut encore donner les < v(t1) ... v(t,) >
,doncles < f(t1)...f(tn) > .

On dit que f(t) est un bruit blanc si f(t) est un processus gaussien de moyenne nulle :
< f(t) >= 0, et de covariance :

< f(tl)f(tg) >= 05(t1 - tQ).

(On dit que c’est un bruit blanc parce que si ¢(t) est une impulsion, alors sa transformée de
Fourier définie par c(t) = [ dw e*'¢(w) nous donne son spectre. Dans le cas ol ¢(t) = §(t) on
a ¢(w) = 1. Par analogie avec les couleur, un spectre qui contient toutes les couleurs représente
le blanc.)

Toute transformation linéaire d’un processus gaussien reste gaussien. Or la transformation
entre f et v est linéaire et le processus v(t) est donc gaussien (et stationnaire.)

Pour compléter 1’analogie, il suffit de comparer les moyennes. Ainsi, la théorie de Langevin
avec le bruit blanc est équivalent au processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Considérons maintenant le processus : z(t) = xg + fg dsv(s).

La relation  — v est linéaire, donc x(¢) est gaussien, non markovien (car < x(t1)z(t2) >
n’est pas exponentielle) et n’est pas stationnaire. Si le bruit est coloré, le processus est encore
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gaussien, stationnaire, mais la fonction de corrélation n’est pas exponentielle. Par le théoreme
de Doob, le processus n’est pas markovien.
De I’équation de Langevin cherchons :

<AV >y, (B) =< v(t) — vg >y, (t)

[2vkpT
:—'y/ ds <v(s) >+ 75 /<f ) > ds

~ vot
t—0

= —yvot + o(t)

On en déduit : a(vy) = —7yvo.
Calculons maintenant :

< AVA(t) >y () =< (0(t) — 10)?) >y,

(ult) — v0)? =72 (/0 dsv<s>>2 g / sy / dso £(51)f(s2)
27\/27f:T/0 d51/0 dsyv(s1)f(s2)

avece ©

v0< f(32)>~0
On prend la moyenne et on prend la limite £ — 0 :
2vkpT
< (W(t) — v0)? Sup= Y2022 + B,

d’ol: ovienT
B

b(vg) = “ LB
m

,—' Exemple 1 <

Une particule est soumise a une friction et un champ de force F'(x) (déterministe) et
a des forces aléatoires. Dans le régime de vitesse stationnaire :

1
%v— EF(J/‘) —yv =0
d’ou :
F(z) d
=—— = —z.
ym dt

On écrit alors 1I’équation de type Langevin (o f(¢) est un bruit blanc) :

d F(x)

—r = 2Df(t
"= o TP
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que I’on integre (¢ reste tres petit) :
t F t
x(t)—:coz/ ds(x(s))t—i-ZD/ ds f(s)
0 ym 0

d’ou :

F(xo) F(z)

<z(t) —xy >= +o(t) =alx)= m

et b(x) = 2D. Ainsi, I’équation de Fokker-Planck du processus est :

" 2
5P =~ (5P + Dy

C’est I’équation de Smoluchovski rencontrée lors de la marche aléatoire asymétrique.)

3.5 Equation de Kramers

Nous allons maintenant nous intéresser a un processus stochastique vectoriel :

z1(t)
x(t)=|
zn(t)
L’équation de Fokker-Planck s’écrit alors :
o 2
—P t) i( bi; P(x,t
(x, Z 5, (% Z_ axlaxﬁ JP(x,1)
ol
a1(x)
a=| b(x) = (bij(x)).
an(x)

Un processus dans 1’espace de phase a une dimension comporte déja deux composantes x(t) et
v(t). Les processus ol 1’on s’intéresse simultanément aux positions et aux vitesses portent le
nom d’équations de Kramers.

3.5.1 Cas du Laser

Nous allons nous intéresser  la variable complexe F(t) et a I’intensité I(t) = |E(t)|?. Selon
I’équation de Van de Pohl :

d
9 B(t) = aB(t) ~ E()PE(),
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ou q est le coefficient de pompage et b ’interaction du champs avec les atomes (a,b > 0.) C’est
I’équation déterministe.
Considérons maintenant E(t) et E*(t) comme des processus stochastiques qui vérifient
I’équation de type Langevin :
d

ZE(t) = (a = )E(t) — lEQ)PE®) + [(t)

ol ¢ est I’amortissement et f(¢) un bruit blanc a deux dimensions. Nous supposerons que :
<f(t)>=0 et < f(t1)f"(t2) >=T0(t1 — t2)
< f(t1)f(t2) >=0.

Il reste a écrire 1’équation de Fokker Planck (en exercice.)
Les points stationnaires de 1’équation déterministe sont :

d E =
—F =0« 0
dt |E| = 7

Pour I’équation de Van der Pohl avec amortissement :
d d dE dE*
—I=—|E}=—FE* E=2(a—c)I—2bI* = ——V(I
il =@ P (a=¢) ar’

avec : V(I) = —(a — ¢)I* + 2bI3. Le seuil de fonctionnement du laser est a = c. En intro-

d

14

/

0.59

—

01"02 04 06 08 1 12 14/ 16 18 2
X

FIGURE 3.1 — Potentiel de 1’équation de Van der Pohl, poura < ceta > c.

duisant f(t) et en prenant I’intensité (¢) et la phase ¢(t) = arg(FE(t)), nous verrons de petites
fluctuations de I autour de I avec de grandes fluctuations de la phase.

3.6 Intégrales de chemin

Placons-nous a nouveau dans le cas du mouvement brownien. La probabilité de trouver une
particule en (x, t) sachant qu’elle est passée par (z;,t;) est donnée par :

Wz, to; z1,t15. -3 T, tn) = Pxo,tolx1,t1) ... P(Tn—1, tn—1|Tn, tn) P(zn, tul|x, t).
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1Im

0.5

Re

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.5 ]

-1.0

FIGURE 3.2 — Evolution du champs selon que a < cou a > c.

Comme c’est un processus de Markov, on veut prendre une fonctionelle du chemin F'(z(-))
(dans le cas particulier, F'(x(+)) ne dépend du chemin que par ’entremise d’un nombre fini de
temps : F'(z(t1),...,z(tn)).)

< F(z(t1),...,z(ty)) >= / dzy ... dxy, F(z1,...,20)W(x0,to;...;2,t)

Intéressons-nous au mouvement brownien avec absorption. Soit () la probabilité qu’a une
particule d’étre absorbée au point x par unité de temps.

Quelle est la chance qu’a la particule d’atteindre (z,t) ?

Pour calculer cette probabilité, divisons I’intevalle [to, ¢] en intervalles d’extrémités ¢;, =
to + ke.

La chance qu’a la particule de survivre a la premiere étape est :

1-— Q(:cl)e.
La chance totale qu’a la particule de survivre tout le long de la trajectoire :
(1—Qx1)e)(1 — Q(z2)e) ... (1 — Qxpt1)e)

ol Tpy1 = .
La probabilité complete est obtenue en prenant la limite ¢ — 0, avec € = %, t=tht1 =
to + (n+ 1)e. Soit :

n+1
lim (1 - Q(z1)e) ... (1 = Qzn41)e) = lim exp —€> Q(x))
n—r00 n—00 j=1
— iy Fo(ol() = exp (- / s (s))

= F(a()
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Ona:
(Fa())) = lim (Fu(a())).
(F) = / dzy ...dx, W(zo, to;. .. Tnt1, tne1) F (21, .. T0).
et:

W(zo,to; .. ; Tpt1,tpy1) dxy ... dxy, = P(xo, to|lx1,t1) ... P(xp, tylz, t) dey ... dxy,
——

1 )n-i—l (ﬁ ) L e e
= dxy | e D¢ k=0 (@rt1—k)
( 47 De Pl

=x =t

Ainsi :

1 " dxk 1 n 2 n+1
F Tt lim / ( > e 1Dec > r—o(@rt1—2k) e~ Dokt Qzg)e
< >x0’t° n—00 \/47rDek1_[ V4mrDe

=1

Réécrivons W :

n+l n n (@) —o(t)\2
W= () Tty b ()
47 De 1
dz(s))2

= d[z(")] e*ﬁ It ds( s

On obtient alors :

Tt dz(s)

¢ 2
d[x()] e_ﬁfto dS( ds ) e—ftto dSQ({E(S)) — Pg(xo,t0|x,t),

O, = |

0,t0

c’est I’intégrale fonctionnelle avec poids de probabilité gaussiens de la fonctionnelle F', ou
les variables d’intégration x sont elles-mémes des fonctions. On a en outre le résultat sui-
vant :

Théoreme 3.2 (Formule de Feynman-Kac)

Pq(zg, to|z, t) est la solution fondamentale de 1’équation :

2

9 P, tolz, ) = Daa

P —5Pa(zo, tolz, 1) — Q(2) Pa(zo, tol2, 1)

avec |

PQ($07t0|m7t)|t:t0 = 5($ - 1:0)'
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Si Q = 0 I’équation différentielle se réduit a 1’équation de la diffusion. Utilisons les notations
opératorielles. En utilisant les notions de semi-groupes et les noyaux intégraux, nous avons pour
la probabilité de transition :

P(xg,to|x,t) = <x\e_H°(t_t0)|:co)

(On remarque 1’analogie avec la mécanique quantique ot si :

0 H?
({% p(r,t) = @P(%t)
——

—Hy

alors :

p(ar,t)—/dwo <a:\e Ho(t—to) ]m0> p(z0,to).

Notons : (2p)(z,t) = Q(z)p(zx,t). En reprenant I’expression dans la limite de <F>§E)t,to :

/dx”(xo‘e Hoe |1 )= Hm0e (g [ Hot 3 ) e ~H2)E ([ HOG 3, g ) Hmrr)e

dxy
= / z1 ... deg(xo|le %™ 2y ) (zr|e o™ ay) L (e 0SS )

Si I’on a deux opérateurs A et B, par la formule de Trotter on a :

n+1 e n+1

o=t t—tq )n+l

N
) A B
lim (eNeN) = AtB,
N—o00

Ainsi :

<F($('))>i5t,to = lim <xo

_gp t—tg _t—tg\ N+l
(e H n+1 e Q n+1 )
n—00

_ (xo ‘e—<Ho+m<t—to>

/)

x) = Pa(zo, to|z, ).

On voit alors que 1’on a bien :

%6—(H0+Q)(t—to) _ _(Hy + Q)e—(Ho+)(t—t0)

qui est I’équation de la formule de Fokker-Planck. En outre, si t = £, I’exponentielle vaut 1 et
(xzo|l|x) = d(x — x0).

L’équation de Fokker-Planck conserve la probabilité. Malgré ses analogies, les “petites dif-
férences" font que 1’équation de Feynmann-Kac ne conserve pas la probabilité, a cause du terme
en {2. On sort donc des processus de Markov, par I’introduction d’un agent extérieur joué par 2.



3.6. INTEGRALES DE CHEMIN 41

Prenons le cas de 1’absorption homogene 2(x) = €. On trouve alors :
Poy (20, to|, t) = e =070 P(g0, to|2, 1),

ou P est la probabilité de transition d’Einstein. Structurellement, 1’équation de Fokker-Planck
est tres semblable a 1’équation de Schrédinger, mais il y a quelques différences essentielles :

1. il n’y a pas de nombre imaginaire, donc dans e~ (Hot+Q) I’opérateur n’est pas unitaire,
contrairement 2 e ("0t quj conserve les probabilités en mécanique quantique.

2. I’équation de Fokker-Planck porte sur des probabilités classiques, tandis qu’en méca-
nique quantique, I’équation de Schrodinger porte sur des amplitudes de probabilité.

3. Si on prend des temps imaginaires, le propagateur de Schrédinger correspond au propa-
gateur du mouvement brownien.

Formule de Trotter
Théoreme 3.3 (Formule de Trotter)

Soient A et B deux opérateurs linéaires sur un espace borné (i. . || A|| = sup =1 [|A¢]| |<
oo.) Alors :

. A B\P
lim (enen) :eA+B,
n—oo

N A oo AT
ol:et =3 o0

Preuve.
Nous avons ||[AB|| < ||A]| || B]l, et de plus :

oo

A = A" 14n — 1 n_ _|A]|
M= 1 2 <3 Lpary < 3 L =e
n=0 n=0 n=0
Soit C' = exp (#) et D = exp (%) exp (%) .
Ona:
1 1
€1 < exp (L4 BI) < exp [ (11 + 11
et: 4 5
1
Dl < = - —| < —(l|lA B
ID1 < llexw 21 lexp 1 < exp [ 1 (11 + 150
c=1+tusB ol
- n n?
et:

D= (z + %A + o%)) (I + %B + O(%))

1 1
=1+ E(A_'— B) + O(ﬁ)'
Ainsi [|C — D|| = O(n%).
On trouve :

Cc" — D" = chfl(c _ D)D'nsz
k=1
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d’ou :
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o™ =D < Y lc* e = D)D" H < Yy lelt e - Do)t

k=1 k=1

<3 e (201180 ) exo (" E A+ 151 ) 0 - 01

1
<new ("1 + 18D € - D = 0()
cste —~

S7 'ILjOOQ



Chapitre 4

L’équation maitresse

4.1 Dérivation de I’équation maitresse

On a vu que pour un processus diffusif, on a la caractéristique :

<(3:(t) — azg)2> ot

et que les variables prennent des valeurs continues.

Mais il existe aussi des processus qui prennent des valeurs discrétes (comme dans tous les
problemes de dénombrement, etc.) Dans ces cas, I’équation de Fokker-Planck n’est pas tres bien
adaptée. Il convient donc de chercher une autre maniere de décrire ces processus. Remarquons
que I’on peut étendre le cas discret au cas continu.

On s’intéressera, dans ce chapitre, a des états discrets d’un processus stochastique n marko-
vien, faiblement stationnaire. Nous nous proposerons de déterminer les probabilités de transition
ny — ng .

P (77,1 ‘712, t)

avec P(ni|n2,0) = 0pn, ny-
Rappelons que I’on a, dans le cas faiblement stationnaire, 1’égalité de Chapman-Kolmogorov :

P(m]ng, tl + tg) = Z P(n1|n2, tl)P(n2|n3, tg)
n2

Nous allons procéder comme auparavant. On s’occupe du comportement au petits temps de cette
égalité.Définissons la probabilité de transition de n; a no par unité de temps :

. P(ni|no,t

w(ni|ng) = lim M, ny # na.
t—0 t

Nous supposerons cette grandeur bien définie et jouant le role de donnée. Cette quantité étant

connue, nous allons chercher 1’équation régissant I’évolution des P.

Soit la probabilité de quitter 1’état n; durant I’intervalle de temps dt :

a(ny)dt = Z w(ni|ng)dt.

n2
ni1#ng

43
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La probabilité de rester dans 1’état ny est alors :
1 — a(nq)dt.
Ainsi :
P(ni|ng,dt) = (1 — a(ni)dt)dn, no + (1 — dny mo)w(ni|ng)dt + o(dt?)
L’équation de Chapman-Kolmogorov devient :

P(ni|ns, t +dt) = ZP ni|ng, t)P(ng|ng, dt)
= ZP ni|ng, t)[(1 — a(n2)dt)dn, ns + (1 — dng ns )w(ng|ng)dt]

= P(n1|n3,t) — P(n1|ng, t)a(ns)dt + Z (n1|ne, t)w(na|ng)dt

no#ng
d’ou :
d
S P, t) = — Y P(nang, thw(ng|ng) + Y P(ni|ng, t)w(ns|ng)
na#ng na#ng
soit :

P(ni|ng,t) = > (P(ni|na, t)w(ns|ng) — P(ni|ng, t)w(nglns))

no
na#ng

d
dt

On peut finalement écrire 1’équation d’évolution de P :

gtpn(t) = Z (Pm(t)w(m|n) — Py(t)w(n|m))

avec la condition initiale :
P,(0) = P? et: an(t) =
n

C’est [’équation maitresse (sous sa forme canonique.)

Remarque 1

1. Cette équation représente, en fait, une équation de bilan. Si I’on a deux boites
contenant n et m particules, le second terme de la somme est le terme de perte
et représente tout ce qui sort de 1’état n :

Z P, (t)w(n|m) est le terme de perte

de mé&me, le premier terme de la somme est le terme de gain et représente tout
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ce qui entre dans I’état n :

Z P (t)w(m|n) est le terme de gain
m

la somme de ces termes est le bilan.

2. Un des aspects intéressants est la recherche, s’il y en a, des états stationnaires
P2 tels que :
Z (P,iw(m\n) — P;?w(n|m)) =0.

m

Il peut, bien siir, ne pas y en avoir.

4.2 Applications

4.2.1 Equation a un pas (birth and death)

On considere une collection d’états et on suppose que seuls les états adjacents ont une pro-
babilité de transition non nulle.

n—+1

n—1

w(nlm) =0 sim # {

Soit :

gn = w(nln+1) et rn = w(n|n —1)

Dans ce cas, I’équation maitresse devient :

d

&Pn(t) = gn—lpn—l(t) + Tn—l—an—i—l (t) - Pn(t)(rn + gn)

4.2.2 Marche aléatoire en temps continu

On prend I’équation précédente ol n est la position de la particule sur un réseau unidi-
mensionnel. On pose g, = « la probabilité d’aller a droite, et r,, = S celle d’aller a gauche.
L’équation du mouvement est :

0

apn(t) = aPy-1(1) + BPpi1(t) — (a4 B)Pa().

Pour résoudre cette équation, on utilise la fonction génératrice. On obtient les deux cas extrémes :
1. a = [ le cas symétrique.

2. 8 =0 le cas totalement asymétrique.
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schéma de émission, absorption, population

4.2.3 Emission et absorption de photons
Le processus est n le nombre de photons au temps ¢. Le systéme est constitué d’atomes et
de photons. Les états sont n € N. La physique des processus nous donne :
gn =A(n+1) et T, =pun
ou, avec N, le nombre d’atome dans I’état Iy :
A =7Ng, et  u=7Ng,

d’ ol I’équation maitresse :

0

S Palt) = MPo1(6) + -+ 1) Pas (8) = (i + A+ 1) Pa(t).

Cherchons un éventuel état stationnaire P2 (t) avec : gt P2 (t) = 0.
n
On vérifie que : PY = C (3)

o
P? doit représenter I’équilibre thermique, avec :

Nev _ -pEr-B2) _ A _ g
NE, H
et:
S _ —Bhwn S _ _
=Ce , avec ZP 1fe,3ﬁw_1

On en déduit finalement :

P;? =(1- e_ﬁhw)e_ﬁhw".

Le nombre moyen de photons dans I’état stationnaire est donné par :

Z"PS W’

la loi de Planck.
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On obtient la loi de Planck si et seulement si on prend en compte le processus d’émission
spontané (le +1 dans g, = A(n + 1)) dans les probabilités de transitions et pour autant que I’on
ademtte que la loi de Boltzmann est correcte.

Le probléeme hors équilibre est le suivant : si I’on prend une condition initiale différente de
P2 est-cequel’ona: P,(t) — PJ?

t—o0

4.2.4 Réaction chimique

Soit la réaction :
A S B.

On prend n le nombre de molécules de type B, et avec :

gn =7Na (gain, production de B)

/ 2 , . .
™ =77N (perte de molécule B, réaction inverse)

I’équation maitresse devient :

;Pn(t) =YNAP, 1(t) + v (n+ 1)Pyi1(t) — (YNa +~'n)P,(t).

. . . . n p— N
11 existe une solution stationnaire : P> = Tre ¢ ouc= %N A

Désintégration
L’équation de la réaction peut s’écrire :

A — B.

C’est le cas vu précédemment, avec 7/ = 0.

4.3 Equilibre détaillé

Lorsque le systeme est a 1’équilibre on a :
> (Prw(mln) — Piw(n|m)) = 0.
m

On dit que le systéme statisfait au principe de 1’équilibre détaillé lorsque chaque parenthése
s’annule. Les w(m|n) satisfont, relativement aux P¢, la relation :

‘ Pfw(m|n) = Piw(n|m) ‘ pout tout 1, m.

L’équilibre détaillé dit que les gains compensent exactement les pertes pour chaque paire.
Soit un systeme Y avec différents états d’énergie F1, Fo, ..., F,. n indexe les états d’éner-
gie du systeme.
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Recherchons les taux de transitions w si qui correspondent aux définitions de Py :
PS = ce PEn
Soit F(z) = xF(2) alors les taux de transitions définis par :

satisfont a 1’équilibre détaillé.

En effet :
Pe P¢ Pe Pe
= F n = tp( M) _-_n .
w(mln) (Pm) . (P) B ()

m
Parmi les choix possibles pour F' nous avons :

. . < 1 . , . pe
1. F(x) = min(z,1) qui correspond a I’algorithme de Métropolis. Avec x = PE =
e~ BEm—En) nous avons alors :
i) =3y S
w(mln) =
e PEm=En) B> E,
2. F(z) = &=

4.4 Algorithme de Métropolis

Procédure :

1. On se donne un état n. On géneére un nouvel état m.

2. Oncalcule AE = E,, — E,.
3. si AE < 0 on retient 1’état m.

si AFE > 0 on génére un nombre aléatoire x et on retient I’état m si z < e P2F | c’est-
a-dire avec une probabilité e~B2¢,

4.5 Démonstration de I’équilibre détaillé

Considérons un systeme mécanique,de N particules classiques, d’hamiltonien H (g, p). Po-
sons w = {gk, P }roy, et w(t) = {gr(t), p(t) }il, avec:

oH oH

Gk =5— Dh=—%5—
Opy 0qx

Soit wp la condition initiale : wy = {q;?,pi}szl.
On considere I’application : w(t) = ®.wp.
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On suppose que le systeme possede une distribution invariante sous la dynamique,i. e. une
ditribution d’équilibre invariante au cours du temps :

Pe(®4(w)) = Pe(w)

e BH(w)

(par exemple : P (w) = “——.)
Soit Y (w) une observable, fonction sur I’espace de phase. Posons :

Y, (t) =Y (Py(w)).
La probabilité jointe d’observer la valeur y; pour Y, (¢1),..., est:

Wy, ti;.. 5 Yn,tn) = /6(y1 —Y,(t1)) ... 0(yn — Yo (tn)) Pe(w) dw.

On va supposer que la dynamique microscopique posséde un état stationnaire P, (w). Par exemple :
P.(w) = le—ﬁH(w)
e Z .
La distribution de Y'(¢) a I’équilibre :

fﬂwzjdwaww@—w@wm

est indépendante du temps.

A démontrer : Les probabilités de transition :

W(yh 07 Y2, t)
P(y1,0ly2,t) = —————
(yl |y2 ) Pe(yl)
La probabilité de transition par unité de temps :
0
aP(yl,Olyz,t) = w(y1|y2)
=0

alors :
Pe(y1)w(yilye) = P(y2)w(y2(y1).

hypotheses :
i) La dynamique microscopique est invariante sous le renversement du temps.
ii) Y (w) est une fonction paire des quantités de mouvement.
iii) P°(w) est une fonction paire des quantités de mouvement.

Yw)=Y@)  Plw) = P@).
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4.5.1 Renversement du temps

Soit :
t=—t
qd=q
D=-—p

@ = {Gi, Pi ity = {ai, —pitiss.

Soit les trajectoires :
{q(t), —p(t)} = ®4(w1) de condition initiale wq
{q(t),p(t)} = ®Pz(w2) de condition initiale w.

On a alors :

FIGURE 4.1 — Inversion du temps et flot.
(i)t:()(wl) = @{:U(WQ) = W] = W2

méme condition initiale. Donc :

Et -

On en conclut que :
Yo(t) = Y(Pi(w)) = YV(Pi(w)) = YV(Pr(@)) = Ya(—1).

Regardons :

—Y5(0))d(y2 — Ya(t))

W y170 y27

(y1,0; 92, —t) = W(y2, —t;91,0)
(y270 Y1, )

)= [ aor
/ — Y,(0))6(y2 — Yo (—1))
W
W
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La deuxieme ligne résulte du fait que div = dw (car le jacobien de la transformation vaut 1), de
la propriété iii) et du fait que Y;(t) = Y, (—t). La quatrieme égalité vient de la symétrie de W
et la derniere du fait que le processus est stationnaire. Ainsi :

W(y1,0;92,t)  W(y2,0;y1,1)
P 0; t) = =
(y17 y Y2, ) Pe(yl) Pe(yl)
_ P(y2) W(y2, 0591, 1)
Pe(y1)  Pe(y2)

en dérivant par rapport a £ en t = 0 on trouve :

w(yilyz) = i:gi;w(m\yl)

Remarque 2

On peut ne pas avoir invariance sous 1’inversion du temps avec des champs magné-

tique, car alors :
2 _ 2
P, (p—ed)
2m 2m

4.5.2 Approche de I’équilibre

Partons de 1’équation maitresse :

N
= Z(Pm(t)w(m\n) — Pp(t)w(n|m)),

m=1
avec I’équilibre détaillé :
Pfw(m|n) = P w(n|m).

m

On suppose : PS5, # 0, VYm.
Py(t)

Soit un espace vectoriel a NV dimensions, avec : P(t) =

Py (t)
Introduisons la matrice M définie par :

N
My, = w(mn) — ngw n|k).
k=1

On a alors :
0

ot

P(t))n =Y MyumPu(t)

M satisfait les propriétés suivantes :

2 p(t) = MP(t).
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1. Mym > 0pourn #m
2.5 My = 0.
La solution formelle est P(t) = ' P(0), avec eM* = Y722 (]\/J[f)J :

Il faudrait diagonaliser M, mais en général M n’est pas symétrique (M, 7 Myy). Posons
alors :

(VPe)nm:(Snm Pﬁ

et:

Soit :

Remarque 3

La matrice M est symétrique : Mnm = Myn

M = = Mo/ P, = \/IPTw(mn)\/P;’;L G Zw(n|k)

an = mn = n‘m Pe 5mn w m|k
TR M/ i/ = om 3

Par la relation de I’équilibre détaillé Pf,w(m|n) = Pjw(n|m) on voit que : My =
M-

Maintenant, M peut étre diagonalisée avec pour valeurs propres \j et pour vecteurs propres ¢y,
k=1,...,N:

Moy, = Aoy
On a alors :
L_P(t) = ——MVPE(——P(0))
- — e - 7
Pe Pe Pe
eMt
car : ) ) )
= Mt \/pe — —(—==MIV/ Pet)) il Mt
e
e = g =
Ainsi : i
P(t) = VPeeMt P(0
® TP
et:

N
= " Mo = POV
k=1
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Parmi les valeurs propres, il y en a au moins une nulle et les autres sont toutes négatives. Un
vecteur propre est connu. Il s’agit de P¢ :

MP¢ =0,
car 8tPe = 0. De plus,ona:
1 1
Pe/Pe = =0.
/P Nz
~—_———
M
Eton a (pour A\; =0): B
M¢1 = 07
et:
1 JPe N 1
P(t) = (¢1, —=P(0))VPh1 + > e (¢, P(0))¢x
Or:
1 1 N
(¢1a 7P(0)) = Prf Pn(o) = Pn(o) =1
Vi 0 =2
Donc :

N
P(t) = P° + Z My dp.
k=2

Siw(n|m) #0,Vn # met A\, < 0poutk =2,..., N, alors :

(¢7 Mé) = Z \/> m‘n \/Pie(ﬁm an(z)n n’m)

n,m

Le dernier w(n|m) provient du terme ) , w(n|k) lorsque k = m.
En posant :

¢n

Ip —

on obtient :

(6, M) = anw m|n) PS xy — Péx2w(n|m)

= an (m|n) P, xm — Pixzpw(n|m))
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ou I’on a utilisé :
Z w(n|m) :fZPe (n|m)z? 4 = Z w(n|m)
:5232 m|nx 4 - Zpex wm|n
nm

Ainsi : 3
(¢7M¢) =0& 2, =2m, Vn,m
et: 3
Mnm 7& 0
i.e.:
Mym #0 et P; #0.
Alors :

¢ = cV Pe.

Donc M est définie négative.

4.6 Le théoreme H

On se place dans le cas de dimension finie ou le processus est régi par I’équation maitresse :

o N
o Fn(t) = D [Pua(t) w(mn) — Pu(t) w(n|m)],
m=1

avec la condition d’équilibre P # Opourn =1,...,N.
Soit f(z) une fonction convexe pour z > 0 et bornée inférieurement :

f@)>a @0, v

alors H (t) est monotone décroissante dans le temps.

On définit :

Preuve. Calculons :

N
G0 =3 1 (L8 1Pt0) wtnln) - Pufo) w(alm)]

N
= D S (Xa()[Pr Xin(t) w(m|n) — P X (t) w(n|m)]
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d N
SH() = S P wlmln) [/ (Xa(t) Xn(t) — £/ (Xn (1)) Xon(0)
nm=1
Or, pour tout vecteur a :
ZPe (m|n)(an — am) = 0.

En effet :

ZPe (mn)(an — am) = Z(Pe w(m|n) a, — P w(n|m)ay,)

= Zan Z w(m|n) — PSw(n|m)).
=0
Choisissons :
Qp = f(Xn) - X, f/(Xn)a

on obtient :

Z Prw(mn)[ X f'(Xn) = f/(Xm) X
JFZPe (m|n)[f(Xn) — Xn f/(Xn)

—f(Xim) + Xin f'(Xm)]
=- Zpe (m[n)[f(Xm) — f(Xn) = (Xm — Xn) /(X))
Or I’expression entre crochet est positive, a cause de la convexité de f, donc H(t) est bien dé-
croissante. O
Siw(m|n) # 0,Vn # m et f est strictement convexe, alors :

lim P,(t) = P,

t—o00

(i.e. I’équilibre est effectivement atteint). A 1’équilibre on a :
d
lim —H(t) =0,
il faut que chacun des crochets de la somme de H (t) est nul lorsque ¢t — 0o, soit :

lim [f(Xm) - f(Xn) - (Xm - Xn)f,(Xn)] =0.

t—o00
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En effectuant un développement au second ordre on a :

. 2
lim 7(Xm Xn)

t—00 2

f//(Xn> - 07

ce qui implique :
lim (X, — X,,) =0,

t—o00

lim <Pm(t) B Pn(t)> _o.

e e
t—o00 Pm Pn

soit :

— Pm(t)

pe—» la limite s’écrit maintenant :
m

Posons : ¢(t)

lim (P, (t) — ¢(t)Pf) = 0.

t—o00

En sommant sur n on trouve :
lim (1 —¢(t)) = 0.

t—o00

Ainsi :

m

. _ pe
tlggo Pu(t) = P,

On peut faire différents choix pour f. Le choix couramment utilisé en physique statistique est

f(z) = zln(z), soit : b
H(t)=> Pu(t)In <;;<)> .

On vérifie aisément que si un systeme est composé de deux systemes plus petits (X = ¥; + X9)
qui évoluent séparément, alors Hy, = Hy,, + Hy,. C’est donc une grandeur extensive.
L’entropie a 1’équilibre thermodynamique est définie par :

S¢=—kp Y _ P:In(Fy).

C’est une grandeur indépendante du temps. On peut introduire une entropie hors équilibre définie
ainsi :

S(t) = —kpH(t) + 5.




Chapitre 5

Théorie de la réponse linéaire

5.1 Réponse d’un systeme de spins a un champ extérieur

Soit un systéme de spins dont I’état est décrit par un vecteur dans 1’espace (C?)®V = H.
L’hamiltonien est donné par :

0
Hy, = — g Jijoi - o,
paires
1<j

a»—ﬁ 01 0 =1 1 0 — (02, 0,,02)
) 1 0)'\—i 0)°\0 —-1)) V& ¥TEs
L’aimantation est I’observable macroscopique du systéme et est donnée par :
N
M = Z 0;.
i=1
Pour tout ¢ < 0 on suppose que le systeme est a I’équilibre thermique :

—BHO
e by}
p% = 7 ol : Z = tre PHE,

Au temps ¢ = 0 on enclenche un champ magnétique extérieur B(t). Le nouvel hamiltonien est :
Hs(t) = HY + Hy(t), ou: H(t) = —pB(t)- M.
Maintenant [p,, Hx(t)] # 0 et I'état px;(t) dépend du temps :
i ps(t) = [Hs(), ps (1)
avec la condition initiale : px(t = 0) = p%. On peut obtenir I’aimantation moyenne au cours du
temps :

< M > (t) =tr ps(t) M.

57
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C’est une fonctionnelle de B(-) que I’on peut encore noter F'(B(-),t).
L’hypothese de la réponse linéaire est que 1’aimantation moyenne a une dépendance linéaire
dans I’excitation (le champ magnétique), lorsque celle-ci est faible, soit :

3
<M >, (t) =< M >, +Z/ dt’ x,s(t, 1) Bs(t') + O(B?).
s=1

La fonction x,s(t,t’) est appelée la fonction de réponse ou encore la susceptibilité (généralisée)
du systeme et ne dépend que de la dynamique du systéme.

La méthode que I’on suivra sera la suivante. On considere un systeéme X dont 1’espace des
états (microscopiques) est H et son hamiltonien libre est H°. En ¢ < 0 on suppose que X est 2
I’équilibre thermique :

o_ e
P = eBH
En ¢ = 0 on enclenche un champ extérieur qui donne le nouvel hamiltonien :
H(t)=H" - B f(t),

ol B(t) est ’observable d’interaction (1’aimantation dans le cas ci-dessus). L’évolution du sys-
teme est régie par :

.0

ihp(t) = [H(t), p(t)], avee: p(0) = p°.
Si A est I’observable de réponse (encore 1’aimantation ci-dessus), 1’observation donne :

<A>(t)=trp(t)A

qui sera exprimé, en théorie de la réponse linéaire, par :
<A> () =< A>g, —|—/dt/x(t,t’) ft).

Dans la suite deux principes seront déterminants :
1) la causalité,
2) I’homogénéité dans le temps.

5.2 Propriétés de la fonction de réponse
5.2.1 causalité
Le principe de causalité s’exprime par :
xtt)=0 si:t >t

Ce qui signifie qu’il n’y a pas d’effet avant ’apparition du champ. Par exemple, si I’interaction
est ponctuelle f(t) = 0(t — tg),ona:

< A > (t) = x(t, to).



5.2. PROPRIETES DE LA FONCTION DE REPONSE 59

5.2.2 homogénéité dans le temps

x est déterminé par I’évolution du systeme et doit donc répondre a I’homogénéité dans le
temps
X(t + 7, t'+ 7-) = X(ta t/)'

Cela implique
x(t,t) = x(t—1t).
Ainsi

t

<A>(t)= /0 dt’ x(t —t') f(t")
= [0y )
-
= [ Tarsa- o,

— 00

ou f(t) =0sit <0.

5.2.3 analyticité

Considérons la transformée de Fourier de
X(w) = / dt x(t)e™! = / dt x(t)e™".
0

X(w) est holomorphe dans le plan complexe w + i€ pour € > 0

X(w +ie) = / dt x(t)e!@tiat,
0

est convergente pour € > 0. Cela correspond a la causalité en termes d’analyticité. Il n’y a pas
de singularités pour € > 0. En outre on a

X' (w +i€) = X(—(w — i€)).

5.2.4 relation avec la dissipation d’énergie

Siil y a dissipation, on s’attend a ce que x(t) == 0. Par exemple, si f(t) = O(t)©O(1 —1t)
—00
un créneau unité entre O et 1, I’écart moyen d’un pendule par rapport a la verticale étant désigné
par < A >, I’angle moyen < A > (t) P 0 en cas de dissipations. Or
—00

1
<A>(t)= /U dt' f(t")x(t —t).

Ainsi en cas de dissipation il faut que x(¢) = 0.
— 00
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Prenons
1 . .
f(t) — 5eet(foefzwt 4 fgezwt)7 e> 0
— %(f(]e_i(w—‘rk)t),

ou R(z) donne la partie réelle de z. On a f(t) = 0, ce qui correspond a un enclenchement
——00

adiabatique de la force en t = —oo, afin d’éviter un régime transitoire. On a
oo o0
<A>(t)= / dt' x(t") fit —t') =R (fo/ dt’x(t’)e’(w+“)(“’>> .
— 0o —0o0

La variation de 1’énergie du systeme X
E(t) =< H > (t) = tr (p(t)H (1)),

est donnée par

de sorte que
4 Et)=t (t)—d H(t)
at” T\ ‘

Dans le cas oi1 I’observable B = A, et comme H(t) = HY — f(t)A, ona

Se(t) =~ j0)tr (p()A) =~ 1(1) < A> (1),

avec

<A>({t) =R ( fox(w + ie)e*iwﬂ'ﬁﬁ) .

Dans la limite e — Oon a:

d 1 . —iw sk dw 1 —iw Wt k. %
%5@):—5(—“«1]806 "fiwfge t)§(€ fox(w) + e fix*(w))

= %’fa\%(x*(w) —x(w)) + termes(e_int’ eint).

La valeur moyenne vaut

doon P
1) = WS (x(w)),

ol (z) représente la partie imaginaire de z. La loi d’Ohm nous montre qu’un systéme ne peut
que s’échauffer par application d’un champ, la dissipation entraine que
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5.3 Forme explicite de la fonction de réponse

On a vu que :
<A () =t (p)) = [ dt xan(t.t) S(0).

De I’équation de Schreedinger on obtient un opérateur d’évolution U (t, t() et la matrice densité
est donnée par :

p(t) = U(t, to) poU™(t, to),
avece .

ihgtU(t,to) = (H° — f(t)B)U(t, to).

Rappel
Dans la représentation de Heisenberg, 1’état pg est fixe. C’est 1’observable qui évolue :

tr poU™(t, to) AU (t, tg).
Par cyclicité de la trace, on retrouve la représentation de Schreedinger :
tr U(t, to)poU* (t, to) A.
On va utiliser la théorie des perturbations dépendant du temps, avec
H(t) = Ho+ Hy(t); ihoU(t) = H(t)U(t).

Posons ,
Uyt to) = Us (U (¢, to)Un(to), ou: Up(t) = e nlor,
L’évolution pour Uy s’écrit
ihoUr(t,to) = —HoUg (1)U (t, to)Uo(to) + US(t)H (t)U (t, to)Uo(to)

= Ug(t)H1(0)U(t, to) = Ug () H1 (t)Uo(t)Uq (¢)Uo(to)
= US(t)H[(t)Uo(t)U](t,to), avec © U[(to,to) =1.

On en déduit la solution

I,
1
Urltsto) =1 5 [ d Ul Hi ()t )Ui ¢ ).

to

On peut obtenir, en faisant un développement de Uy (¢, ty), une approximation a 1’ordre désiré.
Jusqu’au terme linéaire

- t
Ur(t, tg) = Up(t — to) +;/ dt' Uo(t — " YH (t)Uo(t' — to).

to
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Dans notre cas

Ut to) = Uo(t —to) + h/ dt’ f(t")Uo(t — ') BUp(t' — to)

to

= ol —to)+ & [ dt FE)Bolt — Ui~ to)

to

en insérant U (t — t)Up(t — t') aprés B dans la premiére intégrale et en posant : By(t) =
Ug (t)BUy(1).
On a finalement

o0 = (141 [ 051 Balt — 1)) Ualt — )l — o)

X (1 — % /t: dt' f(t)Bo(t' — t)) :

avec po fonction du systéme et constante du mouvement [Uy, pg] = 0, soit
= Uo(t - to)poUg(t - t()).
Ainsi :

pt) =p-+ 5. [t FEOB(E — 0 ] + O,

to
L’ équation pour Y est

<A () = (o)) = [ dex(t. ) ()

/ fit—=t)x)at —/oodtf( Nx(t—t)

h dtf() ([Bo(t" = t), polA).
to

Ce qui donne

Xt—t) = %tr ([Ug (¢ — ) BU(# — 1), po]A)

= %tr ([B, po)U (t — t')AU(t — t')) .

Supposons que 1’on peut diagonaliser I’ hamiltonien (par exemple si I’on se trouve dans une boite
de volume fini) et que
Hn >= E,|n >

ou n est un indice qui caractérise tous les états propres.
En reprenant la formule pour x, on a

X(0) = Tir (B, polUg (D ATO(1)), 120

x(t) =0, t<0
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soit :
i *
x(t) =+ > < nl[B, polUG (1) AU ()| >
i *
=3 > < n|[B, pollm >< m|Ug (£) AU (t)|n > .
Orona

< nl|[B, po]lm > =< n|Bpo|m > — < n|pgB|m >
< m|USAUs|n > = enEn=Ent < | Ajn > |

On peut encore écrire

1
< n’[B,PO]’m >=< n|B|m > E(@76En _ B*BEm)'

En—FEm
7 on a

En posant wy,, =
6_5En

Z (eﬂmnm _ 1)€_iwnmt'

1
X(t) = 7 nzn; < n|Blm >< m|A|n >

En multipliant par e*(“*)* et en intégrant sur t de —oo & 0o on obtient la transformée de Fourier

—BEnp 1
(eﬁﬁwnm _ 1)

1
XaB(w + i€) = % Z < n|Blm >< m|A|n > ‘

w—w i€
p— nm T

Dans le cas particulier ot A = B, on obtient

1
—= E < n|Am > 2 Phenm 1) oo
XAa(w +i€) = | <nl|AJm > | ( )w_wnerZ.e

La partie imaginaire vaut

€
(W — Wpm)? + €2’

—BEn,
(XAA(W + 26) Z | < n|A|m > |26 ( Bhwnm _ 1)

ol I’on reconnait dans le dernier facteur une lorentzienne qui tend vers 7wd(w — wy,) lorsque
€ — 0. Ainsi, dans la limite ¢ — 0

S(xaaw)) = —+ Z| < n|Alm > \2 n( Pheonm _ 1)6(w — Wi )- (5.1)

De la méme maniére que dans les processus stochastiques on définit < x(¢1)x(t2) >, la corréla-
tion a deux temps différents, en mécanique quantique on peut définir la corrélation a deux temps
d’un opérateur A(t). Ona A(t) = U (t)AUo(t) et po = Ze . On définit alors

Gtr,12) =< 5(A(t)A(t2) +alt2) A1) >

=tr (%PO(A(tl)A(tQ) + A(t2) A1)
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Grace a I'invariance temporelle (homogénéité dans le temps), on peut se ramener a
1
G(t) = tr (5 (AoA(t) + A(t)Ao) o),

ol Ay = A(0). Dans cette définition on s’occupe d’un systeéme isolé, sans lui faire subir de per-
turbation. C’est une notion de nature différente de la réponse a une excitation. On peut calculer
sa transformée de Fourier et on obtient

Sy . _/BEn
Gw) = / dt G(1)e™ = (e +1) 3" | <nldlm > 3w = wpm).  (5:2)

—0o0 nm

On peut maintenant énoncer la théoréme de fluctuation-dissipation en comparant (5.1)) et (5.2))

S(x(w)) = T tank (;mt) G(w).

Cette relation montre que seules les fluctuations G(w) interviennent dans la dissipation y (w)
qui décrit la dynamique du systeme. G(w) est une quantité a I’équilibre, calculée sans les per-
turbations extérieurs et en général G(w) est plus simple a calculer que x (w).

Elle permet en outre de dire que si on prend un systeme (dissipatif) et qu’on le perturbe, le
systeme va revenirr a I’équilibre (pour autant que les perturbations ne sont pas trop importantes).
Le processus qui conserve ’équilibre est le méme que celui qui permet le retour a I’équilibre
(Onsager).

Exemple.

Soit un systeme X dont la dynamique est décrite selon la formule de Langevin (I’observable
étant la vitesse)

Loi de force : %v(t) =—y(t)+cf(t) — —<v(t)>=-—-y<uv(t)>.
Soit F'(t) une perturbation

% <o(t) >=—y <v(t) > +%F(t)-

La fonction de réponse est donnée par

<o(t) >= /dt/X(t —tYF(t),

ou dans ce cas x est la mobilité.
En dérivant par rapport au temps cette derniere relation :

& <u)> = [ar Sxte—)Fw)

= —v/dtlx(t —tF{) + ;/dt’é(t —tE(t).
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On en déduit : .
t—t) = —yx(t—t)+ —=6(t-1).
St —t) = —yx(t =)+ —o(t— )
Prenons-en la transformée de Fourier :

—iwx(w) = —yx(w) + %

d’ol :
1 1

X(w) = my —iw’

La fonction de corrélation est donnée par (c’est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck) :

<v(tyw(0) >=G(t) = Lefﬂt\?

Bm

d’ou:

1 > wwt  — 2 i
G(W) = /BT)’L/ dte t@ 7|t| = %72 +w2.

On voit que la relation de fluctuation-dissipation est satisfaite :

1
Inlw) = 755 = 56w

5.3.1 Relation d’Einstein

Le processus définit par la position dans le mouvement brownien est tel que < z2(t) >=
2Dt. Ce que I’on peut écrire :

2
D— lim <x(t)>

t—o00

:tg%lo/ dtl/ dty <U7f1 (tg)

G(tl,tg) (tl t2)

t1
= lim 2/ dtl/ dta G(t1 — t2)

t—o0 2t

t1
= lim — /dtl/ dsG(s) (s=1t1 —ta)
t—oo t

estﬁme
= / dsG(s).
0

La troisieme égalité résulte du fait que G(t1,t2) est symétrique par rapport a la diagonale ¢; =
to. Dans la derniere égalité on a remplacé g(¢1) par g(oo), I’erreur étant finie, lors de la division
par ¢ et de la limite, ’erreur tend vers 0.
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On trouve finalement :

0 1 o0 1
D= dsG(s :/ dse % = ——.
/0 (5) Bm Jo pmy

C’est encore une forme de la relation de fluctuation-dissipation, D représentant la fluctuation et
~ la dissipation.

5.4 Formule de Kubo pour la conductivité électrique

Le systeme 3. est représenté par 1’ensemble des électrons dont la dynamique est régie par
la mécanique quantique, selon I’hamiltonien Hy. La perturbation est I’application d’un champ
électrique E:

Hy(t) = D - E(t),

ou D est le moment dipolaire des NV électrons : D = e 27]1\;1 @n» ¢n € R et d est la dimension
du probleme (en général d = 3.)
L’observable sera le courant électrique : J = e 22[:1 U, avec les vitesses : v, = %qn (t).
Le systeme est décrit vectoriellement par D = (D;)i=123 (B;) et J = (J;)i=1,2,3 (4;). La
fonction de réponse sera de la forme :

i oy _gHo
Xij (1) = X, (t) = 3 v ([Biaﬂtﬂ@l miaje ﬁot) = 03 (t) (5.3)

et se nomme le fenseur de conductivité. Le courant sera donné par :

3
< Jz(t) >= Z/dt/ Uij(t — t,)Ej(t/).
j=1

Une autre représentation de la fonction de réponse
soit une observable : - -
B(t) =e'n'Be "0,
On définit 7 par t = —thr € R, alors :
B(—iht) = eHTBe 1T,

On a I’identité :
B

=P Be=PH _ B.

/IB dr iB(*Z’hT) = B(—ih7)
0 0

dr

e~ PH

Multiplions par pg = <

B d :
PO/O dr %B(—Zf”') = [B, pol,



5.4. FORMULE DE KUBO POUR LA CONDUCTIVITE ELECTRIQUE

soit encore :
7

h[BHOO]'

B d
dr —B(t
Po/o Tdt()

t=—ihT
Dans (3.3)) on obtient :

- [ Cdr <Po < B(s)

s=—ihr A(t)>

)

Ainsi : 8
d
wit) = [ar (G| o),
0 S s=—ihT
Or: p
J(t) = 5D),
d’ou :

O'Z'j(t) = /OB dr < Jl(—lhT)J](t) > .

Pour la transformée de Fourier :

o0
7is(w) = lim | a0

g o .
= lim dT/ dt '@t < T (—ihir)J;(t) > .
0 0

e—0

A la limite classique 2 — 0, on obtient la formule de Kubo :

lim 035(w) = Gih(w) = 5 /0 dt CHN < T (0)T5(E) >,
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